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У роботі показано, що ідентифікація обчислювально незвідних систем 
може здійснюватися лише шляхом звернення до літератури і мистецтва, 
оскільки тільки розум та інтуїція людини здатні відобразити всі можливі 
нюанси процесів, що відбуваються в цих системах.
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Пошук характеристик, що відображують стан обчислювально 
незвідних систем 1 (точок системи), привів учених до вивчення 
геометричних властивостей дивних атракторів 2, які, як прави-
ло, мають канторівську або фрактальну структуру, що повто-
рює себе в менших масштабах.

Прикладом фрактальної структури може слугувати система, 
характеристику якої наведено в роботі [1]. У цій праці, яка ви-
йшла друком ще в 1905 р., Г.А. Лоренц опублікував дані аналізу 
однієї з більярдних задач, яку пізніше назвали двовимірним га-
зом Лоренца. Суть задачі полягає в тому, що з певної точки на 
площині у певний момент часу в напрямку круглих відбивачів, 
розміщених на більярдному столі, викидають пружні кульки 
(рис. 1). Досягнувши одного з відбивачів, кулька відскакує за 
законом «кут падіння дорівнює куту відбиття». Траєкторії ку-
льок, які вийшли під близькими кутами, швидко розбігаються, 
їхні напрямки стають випадковими і кульки заповнюють усе 
поле більярдного столу.

Теоретично доведено, що після третього зіткнення траєкто-
рія кульки, що відбивається, є непередбачуваною [1], а це озна-
чає, що система є обчислювально незвідною, і справедливим є 
її трактування як глобально нестійкої. Число кульок суттєвої 
ролі не відіграє.

1 За обчислювально незвідну систему приймаємо таку систему, яка не 
піддається математичній інтерпретації.

2 Атрактори (області тяжіння), відмінні від станів рівноваги і строго пері-
одичних коливань, називають дивними атракторами. Усереднені харак-
теристики режиму коливань стійкі і не залежать від початкових умов.
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На основі теоретичних досліджень і про-
ведених експериментів [2] стверджується, що 
глобальна нестійкість цієї системи має місце 
навіть тоді, коли на більярдному столі пере-
буває тільки одна кулька, за умови, якщо хоча 
б одна зі стінок більярдного столу опукла все-
редину. Стає очевидним, що глобальна нестій-
кість призводить до того, що поведінка систе-
ми стає хаотичною (непередбачуваною), і весь 
фазовий простір заповнюється рівномірно. На 
імітаційній моделі більярду проводили експе-
рименти, які навели на ідею застосування цієї 
моделі як генератора випадкових чисел [3]. Для 
цього в алгоритмі, що імітує більярдну задачу, 
було передбачено можливість розбиття бортів 
більярдного столу на комірки, пронумеровані 
послідовно (наприклад, від 1 до 104).

У моменти попадання кульки, що відби-
вається, в певну комірку число, яке в ній за-
писано, і порядковий номер кульки фіксують 
у пам’яті комп’ютера і за цими даними буду-
ють графік (рис. 2). При цьому для додавання 
«більшої хаотичності» (як здавалося раніше 
дослідникам) у програму вводили можливість 
постійного змінення радіуса кульки, що відби-
вається; постійного змінення радіуса кривиз-
ни бортів більярдного столу; постійного руху 
куль-відбивачів заданими траєкторіями, які 
на рис. 1 показано пунктиром. Проведені екс-
перименти свідчать, що одночасне включення 
всіх цих особливостей або кожної особливості 
окремо в динаміку більярдної задачі призво-
дило до того, що досліджувана система через 
певне число ітерацій замість очікуваного під-
вищення її хаотичності перетворювалася з об-
числювально незвідної на обчислювально звідну 
систему 3.

Результат одного з експериментів, у якому 
роль кульки, що відбивається, відігравав про-
мінь, встановлений під довільно заданим кутом 
до бортів більярдного столу, а роль круглого 

3 Раніше вважали, що стохастичність системи можна 
кількісно охарактеризувати відрізком часу, впродовж 
якого початковий кут розбіжності траєкторій ставав, 
наприклад, величиною порядку 1 рад. Чим менший 
час розбіжності, тим рух більш нестійкий, тобто сис-
тема є більш стохастичною.

відбивача — будь-яка з чотирьох стінок більяр-
ду, увігнута всередину, наведено на рис. 2. 
З цього графіка видно, що при довільно зада-
них початкових умовах досліду, починаючи з 
певного моменту, спостерігалося повторення 
послідовності вибитих кулькою, що відбива-
ється, чисел, записаних у комірках. Ліва части-
на графіка є полем рівномірно розподілених 
точок, права частина — це атрактор4, поява яко-
го свідчить про перетворення обчислювально 

4 Атрактором (лат. attractor — притягальний) назива-
ють усталений режим руху. Він притягує сусідні пе-
рехідні режими.

Рис. 1. Більярд з радіусами кривизни бортів, що пер-
манентно змінюються, і послідовно розміщеними ко-
мірками

Рис. 2. Приклад виникнення атрактора
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незвідної системи на обчислювально звідну. Це 
усталений, такий, що піддається апроксимації, 
режим руху. Наочним прикладом з молекуляр-
ної фізики може слугувати хаотичний броунів-
ський рух молекул газу. Якщо на шляху хао-
тичного руху молекул газу встановити будь-
яку перешкоду, то цей рух обов’язково набуде 
ознак обчислювально незвідної системи, 
оскільки перешкода створює такі умови. Це 
відбувається остільки, оскільки траєкторія 
руху зображуючої точки замикається в окремій 
області, вийти з якої вона вже не може.

Наприклад, незначною мірою змінюючи ве-
личину початкового кута відбиття, під яким 
спочатку посилається зображуюча точка, або 
змінюючи кривизну відбивної стінки більярду, 
або змінюючи і те і інше одночасно, ми після 
певної кількості ітерацій спостерігаємо вихід 
системи на атрактор, що є граничним циклом.

На рис. 3 наведено фрактальну структуру 
дивного атрактора, яка відображує результати 
аналізу одного з експериментів на імітаційній 
моделі більярдної задачі [3]. Якщо уважно при-
дивитися і порівняти область A з областю B, то 
на збільшеному масштабі наведеної ділянки 
можна виявити в обох областях повторювану 
«ромбічну» структуру траєкторії кульки, що 
відбивається. На цьому рисунку також видно, 
як дивний атрактор переходить в атрактор C, 
так званий граничний цикл. Виникнення див-
ного атрактора можна відобразити траєкто-
рією руху зображуючої точки.

Чутливість до початкових умов, що про-
являється при виникненні дивного атракто-
ра, відома в синергетиці під назвою «ефект 
метелика»5. З ефектом метелика пов’язані про-
блеми, що виникають із середньостроковим (на 
кілька тижнів) прогнозом погоди. Вчені стик-
нулися з тим, що вдосконалення математичних 
моделей, використання комп’ютерів з високою 
швидкодією і великою пам’яттю, розроблення 
нових чисельних методів не дають змоги отри-
мати ефективну методику прогнозу.

Природно вважати, що чим більша розмір-
ність задачі і чим більші межі, в яких змінюють-
ся змінні, тим більше число станів досліджува-
ної системи і тим складнішою може виявитися 
її поведінка. Однак це не завжди так. На рис. 4 
показано процес виникнення дивного атрак-
тора в експерименті, в якому чотири борти бі-
льярдного столу перманентно змінюють свою 

5 У знаменитому фантастичному оповіданні Рея Бред-
бері «І грянув грім…» описано ситуацію, в якій голо-
вний герой під час полювання на динозаврів у дале-
кому минулому випадково розчавив метелика. По-
вернувшись назад, він побачив, що все, аж до суспіль-
ного ладу, в його часі кардинально змінилося. 
У нелінійному середовищі малі причини приводять 
до великих наслідків.

Рис. 4. До прикладу виникнення дивного атрактора

Рис. 3. Фрактальна структура дивного атрактора
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еліптичність. Виділена на графіку область збе-
рігала свій об’єм, хоча вона складним чином 
вигиналася і розтягувалася. Фазовий об’єм 
безперервно зменшувався, тобто число станів, 
у яких може перебувати система, ставало мен-
шим. Ця властивість називається дисипатив-
ністю, вважають, що вона є ознакою самоорга-
нізації 6. Моделі процесів екології, хімічних ре-
акцій, розвитку економіки, матеріалознавства 
(наприклад, процеси кристалізації металів, що 
відбуваються в нерівноважних термодинаміч-
них умовах), а також сотень інших процесів і 
явищ ведуть до дисипативних систем.

Властивість «дивності», тобто непередбачу-
ваності траєкторії зображуючої точки, в див-
ному атракторі є. До таких систем належать 
усі ігри, подальший розвиток подій у яких пе-
редбачити неможливо. Імовірно, популярність 
азартних ігор полягає в тому, що вони імітують 
процес генерації цінної інформації, цінність якої 
зростає зі зменшенням імовірності її виникнен-
ня. У цьому контексті під цінною інформацією 
розуміють передбачення розвитку подій. Так, 
у футболі процес генерації цінної інформації 
полягає в передбаченні результату матчу. При-
ймемо, якщо м’яч не потрапляє у створ воріт — 
імовірність такої події дорівнює 0, якщо він 
влучає у ворота — ймовірність ≤ 1.

У зв’язку з викладеним вище зазначимо:
• обчислювально незвідні системи спостері-

гаються тоді і тільки тоді, коли ці системи пе-

6 З цим ми не можемо погодитися і суть нашої незгоди 
викладено в ряді робіт (див., наприклад, [4]), в яких 
показано, що система переходить на атрактор не тому, 
що вона «прийняла рішення» самоорганізуватися, а 
тому що вона, під впливом зовнішніх сил, від неї не-
залежних, потрапила в ситуацію, яка ввела її в атрак-
тор. Системам, що самоорганізуються, властива ди-
сипативність, але дисипативним системам не обо-
в’яз ково властива самоорганізація.

ребувають у нелінійному середовищі і не вза-
ємодіють з будь-якою іншою системою;

• обчислювально незвідні системи вини-
кають і можуть існувати завдяки неповноті їх 
формальної аксіоматики [5, 6].

Якщо ввести будь-які кількісні характерис-
тики, що ідентифікують структури, які відо-
бражують траєкторію зображуючої точки, то у 
разі їх збігу для моделі і об’єкта можна вважа-
ти їх адекватними. Основною такою характе-
ристикою фракталів є їх розмірність. Дотепер 
не створено і немає інструментарію, що спри-
яв би ідентифікації обчислювально незвідних 
систем.

Ідентифікацію таких систем можна здійсню-
вати зверненням до літератури і мистецтва, 
оскільки лише розум та інтуїція людини здатні 
відобразити всі можливі нюанси процесів, що 
відбуваються в цих системах. У зв’язку з цим 
проміжною ланкою при ідентифікації обчис-
лювально незвідних систем є процес створен-
ня гіпотез про їх можливу поведінку в різних 
ситуаціях. Наприклад, у матеріалознавстві 
процес кристалізації описують за допомогою 
гіпотези, в основі якої лежать два процеси: за-
родження і зростання центрів кристалізації — 
майбутніх дендритів. Формування гіпотез 
сприяє створенню гіпотетичної моделі обчис-
лювально незвідної системи [7]. Оскільки всі 
ці дії покладаються на дослідника, то на нього 
покладається також і формулювання еврис-
тичних процедур, призначених для досягнення 
необхідної правдоподібності висунутих гіпо-
тез. Для кожної системи висувають відповідні 
тільки їй гіпотези і відповідні ним евристичні 
процедури. Проте є перелік основних гіпотез, 
які включають в аналіз практично будь-яких 
систем (навіть обчислювально незвідних). Це 
гіпотези потенційної їх спростовності, підтвер-
джуваності, простоти, краси і пояснюваності.
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О ВОЗМОЖНОСТИ ИДЕНТИФИКАЦИИ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНО НЕПРИВОДИМЫХ СИСТЕМ

В работе показано, что идентификация вычислительно неприводимых систем может производиться только путем 
обращения к литературе и искусству, поскольку лишь разум и интуиция человека способны отобразить все воз-
можные нюансы, происходящие в системе.

Ключевые слова: имитационное моделирование, бильярдная задача, странный аттрактор, фрактал, вычисли-
тельно неприводимая система.
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POSSIBILITY OF THE IDENTIFICATION OF COMPUTATIONALLY IRREDUCIBLE SYSTEMS

It is shown that the identification of computationally irreducible systems can only be done by reference to literature and 
the arts, because only mind and intuition of man can reflect all possible nuances that occur within the system.

Keywords: simulation, billiard problem, strange attractor, fractal, computationally irreducible system.


