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 МОДЕЛІ ТА МЕТОДИ 
ОПТИМАЛЬНОГО ПОКРИТТЯ 
ОБЛАСТЕЙ ДОВІЛЬНОЇ ФОРМИ: 
ТЕОРІЯ ТА ПРАКТИЧНЕ 
ЗАСТОСУВАННЯ
За матеріалами доповіді на засіданні 
Президії НАН України 12 червня 2024 року

У доповіді наведено результати перспективних досліджень у галузі ма-
тематичного моделювання просторових конфігурацій, оптимізаційних 
методів геометричного покриття та приклади їх практичного застосу-
вання. Дослідження задач покриття складних областей об’єктами довіль-
ної форми має міждисциплінарний характер і ґрунтується на сучасних 
досягненнях математики, комп’ютерних наук, інформаційних технологій 
та штучного інтелекту. Такі задачі є складовою рішень широкого кола за-
вдань, пов’язаних із різними системами моніторингу територій, логісти-
ки, зв’язку, розвитком регіональної та критичної інфраструктури тощо.

У різних наукових галузях термін «покриття» має різні значен-
ня. В математиці та комп’ютерних науках поняття покриття 
розуміють у геометричному сенсі, тобто як знаходження такого 
розташування певних геометричних об’єктів (наприклад, кіл, 
еліпсів, полігонів, складних фігур), щоб кожна точка області 
належала хоча б одному з об’єктів, задовольняючи при цьому 
задані критерії оптимальності. 

Зазначимо, що будь-який матеріальний об’єкт має просто-
рову форму, метричні характеристики (тобто розміри) та фі-
зико-технічні параметри. Такі об’єкти в подальшому називати-
мемо геометричними. Більше того, аналізуючи фізичні явища 
і процеси, ми стикаємося з можливістю перетворення фізичної 
інформації на геометричну, наприклад під час розгляду джере-
ла фізичних полів та їх поверхні рівня. Так, важливою харак-
теристикою антенних пристроїв та приймально-передавальних 
систем є діаграми спрямованості, які можна розглядати як гео-
метричні об’єкти. Сенсори, залежно від їх призначення, також 
мають просторово-вимірювальні параметри.
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Геометричні об’єкти перебувають у відповід-
них взаємовідношеннях один з одним, тобто 
формують певну конфігурацію.

На сьогодні можна виокремити три основні 
теорії дослідження конфігурацій геометрич-
них об’єктів — це комбінаторна, комп’ютерна 
та обчислювальна геометрія. Кожен з цих на-
прямів має свої унікальні задачі та підходи. 
Найскладнішим у таких дослідженнях є враху-
вання довільної форми геометричних об’єктів 
та формалізація їх взаємовідношень. 

Мета цієї доповіді полягає в тому, щоб озна-
йомити наукову спільноту з сучасними резуль-
татами, отриманими під час досліджень саме 
об’єктів складної форми. При цьому ми зо-
середимося на задачах оптимального покрит-
тя як найскладніших задачах комбінаторної, 
комп’ютерної та обчислювальної геометрії.

Слід зазначити, що кожний геометричний 
об’єкт характеризується формою, метричними 
параметрами, що задають його розміри, та пара-
метрами розміщення, що фіксують положення 
об’єкта в просторі. У сукупності зазначені пара-
метри називають узагальненими. Пошук опти-
мальних значень узагальнених параметрів і є 
основною задачею оптимального покриття.

Критеріями оптимальності в задачах по-
криття можуть бути мінімізація кількості 
об’єктів покриття, максимізація площі області, 
що покрита об’єктами, мінімізація витрат та ін. 
На рис. 1а наведено приклад повного покрит-
тя, тобто коли кожна точка області належить 

хоча б одному з покривальних об’єктів. Якщо 
таке покриття не можна отримати при заданій 
кількості об’єктів, постає задача максимально-
го покриття, як проілюстровано на рис. 1б. 

Дослідження оптимізаційних задач покрит-
тя областей довільної форми потребує переду-
сім вирішення теоретичних питань, пов’язаних 
з аналітичним описом геометричних об’єктів 
довільної форми та формалізацією взаємовід-
ношень між такими складними об’єктами. 

Варто зауважити, що в розроблення відпо-
відної теорії значний внесок зробили україн-
ські вчені: академік НАН України Володимир 
Логвинович Рвачов і член-кореспондент НАН 
України Юрій Григорович Стоян. В.Л. Рва-
чов запропонував теорію R-функцій [1, 2], яка 
уможливила розв’язування оберненої задачі 
аналітичної геометрії — побудову рівняння 
границі складного матеріального об’єкта за 
його зображенням. Ю.Г. Стоян досліджував за-
дачі пакування та компонування геометричних 
об’єктів довільної форми [3—5], для формалі-
зації яких було розроблено теорію Ф-функцій, 
що дало змогу аналітично описувати умови 
неперетину об’єктів. Зазначені дослідження 
мають фундаментальний характер і визнані 
світовою науковою спільнотою як пріоритетні. 

Однак формалізація задач покриття та ме-
тодів їх розв’язання потребує дослідження 
взаємовідношень одночасно всієї сукупності 
об’єк тів з урахуванням їх довільної форми та 
метричних параметрів. При цьому постає низ-

Рис. 1. Варіанти 
покриття області: 
а — повне покрит-
тя; б — макси-
мальне покриття
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ка теоретичних проблем, пов’язаних із різно-
манітністю задач покриття, які можна класи-
фікувати за такими критеріями:

• розмірність (на площині, у просторі);
• структура (нерегулярні, періодичні, ґрат-

часті);
• форма області та покривальних об’єктів 

(проста, складна);
• вимоги (покриття повне, часткове, макси-

мальне, кратне тощо);
• метричні параметри області та об’єктів 

(фіксовані, змінні);
• задані критерії (мінімальна кількість по-

кривальних об’єктів, максимальна площа об-
ласті покриття, спеціальні критерії, багатокри-
теріальні задачі);

• обмеження на параметри розміщення 
(дискретні, неперервні, змішані).

Відповідно, це зумовило актуальність таких 
напрямів теоретичних досліджень:

1. Формалізація задач покриття:
• побудова математичних моделей задач по-

криття, зокрема визначення області покриття, 
об’єктів покриття та критеріїв оптимальності;

• формулювання умов покриття (повне по-
криття області або допустимість часткових по-
криттів).

2. Дослідження типів об’єктів покриття:
• вивчення різних типів об’єктів покриття 

та їхніх властивостей;
• аналіз впливу форми та розміру об’єктів 

покриття на складність задачі.
3. Оптимізація покриття:
• розроблення методів та алгоритмів (точ-

них і евристичних) пошуку оптимального по-
криття;

• дослідження ефективності та обчислю-
вальної складності цих алгоритмів.

4. Аналіз складності задач покриття:
• визначення класів складності задач для 

різних типів об’єктів та областей;
• доведення NP-повноти формулювань за-

дач покриття.
5. Оцінка якості покриття:
• розроблення методів оцінки якості по-

криття, в тому числі апроксимаційних алго-
ритмів та їх конкурентних співвідношень;

• порівняння отриманих рішень з оптималь-
ними значеннями (якщо вони відомі) або з рі-
шеннями, отриманими з використанням інших 
підходів.

6. Геометричні властивості покриття:
• вивчення властивостей оптимальних по-

криттів, таких як щільність, розподіл об’єктів 
покриття, їхні зв’язки з топологією області, що 
покривається;

• дослідження властивостей границь та вза-
ємодії об’єктів покриття.

Реалізуючи перелічені вище напрями, ми 
отримали такі наукові результати:

• розроблено принципово нові підходи до 
формалізації задач покриття, пов’язаних з об-
робленням, відображенням та перетворенням 
геометричної інформації; 

• побудовано конфігураційний простір гео-
метричних об’єктів, що дало змогу узагальни-
ти й істотно розвинути сучасні підходи до до-
слідження довільних просторових конфігура-
цій, зокрема конфігурацій покриття; 

• сформульовано умови повного, частково-
го та максимального покриття на основі спеці-
ального класу функцій;

• запропоновано концепцію моделювання 
просторових конфігурацій покриття з вико-
ристанням сучасних пакетів обчислювальної 
геометрії; результати узагальнено на довільні 
просторові конфігурації;

• запропоновано низку оптимізаційних ме-
тодів розв’язування різних класів задач по-
криття залежно від форми області та покри-
вальних об’єктів;

• засновано новий напрям у комбінаторній 
геометрії — теорію евклідових комбінаторних 
конфігурацій просторових об’єктів та розро-
блено методи евклідової комбінаторної опти-
мізації; 

• запропоновано й теоретично обґрунтовано 
нові методи глобальної та локальної оптиміза-
ції, які є ефективними як у задачах максималь-
ного покриття, так і в загальній теорії неліній-
ної оптимізації; 

• здійснено системний аналіз задач покрит-
тя й досліджено їхні особливості з урахуван-
ням предметної галузі застосування.
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Зазначені результати узагальнено в моно-
графіях [6—12] та опубліковано в статтях у ви-
сокорейтингових журналах [13—28]. 

Отримані результати мають важливе теоре-
тичне значення, оскільки дозволили вперше 
побудувати адекватні моделі задач покрит-
тя з об’єктами довільної форми і запропо-
нувати ефективні оптимізаційні методи їх 
розв’язування. При цьому ми враховували 
досвід українських шкіл з дослідження опера-
цій та оптимізації складних систем. Завдяки 
плідній співпраці з фахівцями таких провід-
них установ, як Інститут кібернетики імені 
В.М. Глушкова НАН України, Київський на-
ціональний університет імені Тараса Шев-
ченка, Національний технічний університет 
України «Київський політехнічний інститут 
імені Ігоря Сікорського» та ін., вдалося успіш-
но впровадити розроблені ними методи ком-
бінаторної оптимізації, недиференційованої 
оптимізації, нелінійного програмування при 
розв’язуванні задач оптимального покрит-
тя. Наші методи взаємодоповнювали один 
одного як з теоретичної, так і з практичної 
точки зору.

Задачі оптимального покриття мають ши-
роке коло практичних застосувань, зокрема в 
таких галузях:

• комп’ютерна графіка (покриття поверхонь 
простими елементами для подальшого аналізу 
та візуалізації);

• дослідження операцій (розміщення об’єк-
тів, покриття доменів за допомогою антен або 
датчиків);

• маршрутизація та планування (покриття 
регіонів базовими станціями для забезпечення 
мобільного зв’язку);

• робототехніка (покриття територій при 
переміщенні роботів та інших мобільних 
об’єктів); 

• мережеві системи та комунікації (опти-
мальне розміщення точок доступу в бездро-
тових мережах для забезпечення повного по-
криття зони обслуговування);

• географія та картографія (використання 
покриттів для побудови карт та географічних 
інформаційних систем);

• екологія (вивчення та моделювання про-
сторового розподілу видів або ресурсів в еко-
системах).

Моделі й методи оптимального покриття 
вкрай важливі в задачах моніторингу терито-
рій та об’єктів критичної інфраструктури. Під 
моніторингом розуміють процес постійного 
спостереження та аналізу певних об’єктів, те-
риторії, простору з метою отримання інфор-
мації про різні аспекти їхнього стану та змін у 
них. Зрозуміло, що задачі моніторингу терито-
рій мають геометричну інтерпретацію. Дійсно, 
засоби спостереження (супутники, безпілотні 
літальні апарати, наземні РЛС, сенсори, відео-
камери тощо), з огляду на їхні фізико-технічні 
характеристики, здатні контролювати обмеже-
ну область, а технології моніторингу територій 
ґрунтуються на геометричних властивостях 
зон спостереження. Отже, перетворюючи фі-
зичну інформацію на геометричну, можна по-
будувати адекватні моделі задач моніторингу 
територій, призначені для різних завдань. 

Оптимізаційні задачі геометричного по-
криття набули значного поширення в системах 
мобільного зв’язку та в бездротових сенсорних 
мережах, які мають як наземну, так і повітряну 
складову, що зумовлено використанням дронів.

Зазначені дослідження ми проводили в рам-
ках низки наукових проєктів МОН України, 
Національного фонду досліджень України, 
суб’єктів госпрозрахункової діяльності. Зокре-
ма, в останні 5 років це були проєкти «Техноло-
гії, засоби математичного моделювання, опти-
мізації та системного аналізу задач покриття 
в системах моніторингу простору»; «Матема-
тичне моделювання комбінаторних конфігу-
рацій та методи їх оптимізації з урахуванням 
просторових і фізико-метричних параметрів»; 
«Технології нейронечіткого моделювання і 
оптимізації в системах розпізнавання образів 
та штучного інтелекту»; «Розробка методів 
автоматизованої обробки багатоканальних зо-
бражень у мобільних системах з використан-
ням навчених нейронних мереж».

Кожен з цих проєктів має теоретичну і при-
кладну складові. Наприклад, на рис. 2 наве-
дено архітектуру розробленої нами гібридної 
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сенсорної мережі, яка вже використовується 
на практиці. Для підвищення надійності та 
відмовостійкості бездротових сенсорних ме-
реж ми запропонували моделі кратного по-
криття.

Отримані нами результати впроваджено та-
кож у системах моніторингу лісових пожеж. 
Для пошуку вогнища ми враховували просто-
рово-вимірювальні властивості як відеокамер, 
так і сенсорів температури й диму. Крім того, 
ми розглядаємо можливість застосування мо-
делей і методів геометричного покриття в за-
дачах гуманітарного розмінування. 

Окремо слід відзначити застосування на-
ших результатів для вирішення практичних 
завдань, пов’язаних із визначенням опти-
мальних місць розташування об’єктів охо-
рони здоров’я (лікарень, клінік, мобільних 
медичних центрів) та призначенням для цих 
установ точок попиту (пацієнтів чи населених 
пунктів). Ми розв’язували такі задачі комп-
лексно з урахуванням прогнозів поширення 
різних інфекційних захворювань на різних 
територіях та в різних умовах. Ці досліджен-

ня проводилися в рамках наукового проєкту 
Національного фонду досліджень України 
«Розробка інтелектуальних технологій оцінки 
епідемічної ситуації для підтримки прийняття 
управлінських рішень у сфері біобезпеки на-
селення» у 2020—2023 рр. та продовжуються 
зараз у рамках проєкту «Моделювання та про-
гнозування поширення інфекції у воєнних та 
післявоєнних умовах з використанням даних 
епідеміологічного, поведінкового та геномного 
спостереження» (програма міжнародного спів-
робітництва IMPRESS U (США—Польща—
Україна) за участю Університету штату Джор-
джія (Georgia State University), Університету 
штату Коннектикут (University of Connecti-
cut), Інституту математики Лодзького тех-
нічного університету, Вроцлавського центру 
охорони здоров’я, Харківського національного 
медичного університету та Центру контролю і 
профілактики хвороб МОЗ України).

Отже, можна констатувати, що актуаль-
ність подальшого розвитку теорії геометрич-
ного покриття доведено фундаментальністю 
отриманих нами результатів та широкими 

Рис. 2. Архітектура гіб-
ридної сенсорної мережі



22 ISSN 1027-3239. Visn. Nac. Acad. Nauk Ukr. 2024. (8)

З КАФЕДРИ  ПРЕЗИДІЇ  НАН УКРАЇНИ

можливостями їх практичного застосування. 
Моделі й оптимізаційні методи нерегулярного 
покриття дозволяють значно підвищити ефек-
тивність наявних підходів, а також поліпшити 
якість проєктування та функціонування сис-
тем моніторингу різного призначення. Задачі 
оптимального покриття є складовою широко-
го кола завдань, які виникають при досліджен-

ні систем моніторингу територій (в інтересах 
екологічної, цивільної, громадської, військової 
безпеки), систем логістики, зв’язку, розвитку 
регіональної інфраструктури тощо. Це сприяє 
розширенню співпраці з фахівцями-практика-
ми в зазначених сферах діяльності і потребує 
поглиблення інформаційної обізнаності по-
тенційних замовників.
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