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РАСЧЕТ ЭНЕРГИЙ СОСТОЯНИЙ АТОМОВ В ПРИБЛИЖЕНИИ ТОМАСА - ФЕРМИ 
 

Предложен метод для расчета энергий уровней для многоэлектронных нейтральных атомов. В этом случае 

помимо кулоновского поля ядра существенный вклад в энергию вносит взаимодействие между электронами. 

Это взаимодействие учитывается приближенно с помощью теории возмущений в рамках статистической моде-

ли Томаса - Ферми. Используя приближение Тайтца для среднего потенциала, получены аналитические выра-

жения для энергий s-состояний с главными квантовыми числами 1, 2, 3, 4.n   Проведен расчет энергий для 

зарядов ядер в интервале 1 100.Z   Получено хорошее согласие с экспериментальными значениями энергий. 
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Введение 
 

Хорошо известно, что водородоподобное 

приближение [1] для расчета энергий уровней в 

случае многоэлектронных атомов является не-

удовлетворительным, поскольку на каждый 

электрон воздействует не только поле ядра, но 

также поле всех остальные электронов атомной 

оболочки. Это взаимодействие оказывается су-

щественным, особенно для тяжелых атомов. По-

этому расчет энергий уровней для атомов с 

большим зарядом является достаточно трудоем-

кой задачей. Решается она, как правило, с помо-

щью различных численных методов, из которых 

можно выделить два основных: приближение 

самосогласованного поля [2 - 5] и метод функци-

онала плотности [6 - 9]. Кроме того для решения 

многоэлектронной задачи применялись методы 

R-матрицы [10] и приближение сильной связи 

[11]. Для вычислений с большой точностью тре-

буется учитывать релятивистские эффекты, вли-

яние размеров и формы ядра, а также радиаци-

онные поправки. Приближение Томаса - Ферми 

также использовалось для определения спектра 

нейтральных атомов и ионов [12]. В работе [13] 

из уравнения Шредингера определялись энергии 

атомных уровней для потенциалов Томаса – Фер-

ми и Томаса - Ферми - Дирака и было предложе-

но использовать теорию возмущений для вычис-

ления поправок к энергиям и волновым функци-

ям. В работе [14], используя условия квантова-

ния Бора - Зоммерфельда, в модели Томаса - 

Ферми получено выражение для энергии связи 

электронов в основном состоянии атома. По-

прежнему актуальными остаются учет в этой мо-

дели корреляционных и обменных эффектов, 

градиентных и оболочечных поправок.  

Ниже рассматривается простой подход, кото-

рый позволяет вычислить энергии уровней ней-

тральных атомов приближенно, но с достаточно 

хорошей точностью. При этом для определения 

среднего потенциала, действующего на каждый 

электрон, используется метод Томаса - Ферми 

[15, 16], в котором учитывается вклад как куло-

новского поля ядра, так и поля всех остальных 

электронов атома. Используя разницу между 

средним полем и кулоновским полем ядра как 

возмущение, можно найти поправки к энергиям 

атомных уровней, а приближение Тайтца позво-

ляет получить выражения для энергий в анали-

тическом виде. 

Использование теории возмущений, а также 

приближенный характер метода Томаса - Ферми 

ограничивают точность проводимых расчетов. 

Однако в предлагаемом подходе были получены 

достаточно простые аналитические выражения 

для энергий атомных уровней, что является су-

щественным преимуществом в сравнении с дру-

гими подходами, требующими громоздких вы-

числений.  
 

Энергии атомных уровней в приближении 

Томаса - Ферми  
 

Потенциал, определяющий в подходе Томаса 

- Ферми совместное действие на электрон куло-

новского поля ядра с зарядом Z и остальных 

электронов атомной оболочки, имеет следующий 

вид [12, 13] ( 1c  ): 
 

( 1)
( ) ( )TF

Z
V r x

r r

  
    ,          (1) 

 

где  - постоянная тонкой структуры, а функция 

( )x  является решением уравнения Томаса - 

Ферми [15, 16] 
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Здесь Ba - боровский радиус. Уравнение (1) 

для потенциала ( )TFV r  можно тождественно 

преобразовать как 
 

 
( 1)

( ) 1 ( ) ,TF

Z Z
V r x

r r

  
            (3) 

 

где первый член описывает кулоновское поле 

ядра ( ),cV r  а второй можно рассматривать как 

поправку, обусловленную учетом взаимодей-

ствия электронов в подходе Томаса - Ферми. 

Этот член обозначим как 
 

 
( 1)

( ) 1 ( )
Z

V r x
r

 
    .            (4) 

 

Тогда добавка nlE  к энергии водородоподобно-

го атома 2 2
nE Z n Ry  , обусловленная потен-

циалом ( )V r  в первом порядке теории возму-

щений, имеет вид 
 

( )nlE nl V r nl   ,                 (5) 

 

где среднее вычисляется по собственным волно-

вым функциям nl , которые являются решени-

ями уравнения Шредингера с невозмущенным 

кулоновским потенциалом ( )cV r . Здесь 

2 2Ry m   - ридберг, m - масса электрона, а n  

и l  - главные и орбитальные квантовые числа 

соответственно.  

В дальнейшем мы будем рассматривать атомы 

с большим зарядом ядра, а в этом случае стано-

вятся существенными релятивистские поправки 

к энергиям. В нижайшем порядке по Z  эти по-

правки можно ввести следующим образом. Вме-

сто потенциала ( )TFV r введем новый потенциал  
 

( ) ( ) ( ).R
TF R

Z
V r W r V r

r


                (6)  

 

Потенциал ( )RW r состоит из трех слагаемых, 

обусловленных релятивистскими эффектами для 

частицы со спином 1/2: поправки Дарвина [17], 

поправки к кинетической энергии, возникающей 

из-за изменения массы частиц при изменении ее 

скорости, и поправки за счет спин-орбитального 

взаимодействия [18]. В этом случае поправки к 

энергиям состояний водородоподобного атома 

,nE  которые обусловлены отличием полного 

потенциала ( )R
TFV r  от кулоновского ( ),cV r  опре-

деляются следующим образом: 
 

( ) ( ) .( )R
n j R R nlr r EE nl W V r nl nl W nl     

(7) 

Матричный элемент от потенциала ( )RW r в 

уравнении (7) по волновым функциям nl  имеет 

вид [18, 19] 
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1 / 2 4
R

Z n
r Ry

jn
nl W nl

  
   

 
  (8) 

 

где j - полный угловой момент электрона. Сумма 

энергии nE  и поправки (8) равна 
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Эта энергия в точности совпадает с энергией 

связи электрона, которая является решением ре-

лятивистского уравнения Дирака при разложе-

нии ее в ряд по Z  до членов порядка 4( )Z  

[18]. Таким образом, окончательное выражение 

для энергии с учетом релятивистских поправок 

выглядит как 
 

,R
nln j n jE E E                    (10) 

 

где R
n jE  и nlE  задаются выражениями (9) и 

(5) соответственно. 
 

Вычисление энергий для s-состояний 
 

Вычислим поправки к энергии nlE  (5) для 

s-состояний (с орбитальным моментом l = 0) и 

различных квантовых чисел .n  Волновая функ-

ция 0( )n r  в этом случае имеет вид [1] 
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где 

/n n          ,Zm                   (12) 
 

а 1 (2 )n nL r  - присоединенный полином Лагерра. 

Для вычисления поправок nlE  (5) восполь-

зуемся достаточно точной аппроксимацией 

0( )x  функции ( ),x  предложенной Тайтцем в 

работе [20]: 
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Для матричного элемента 0nE , вычисленно-

го с волновыми функциями 0( )n r  (11) и ис-

пользованием выражения (13) для ( )x , получе-

но выражение 
 

3 20 0

2 ( 1)
( ) .

( !) nn
Z Z

E J Z Ry
n n


                (15) 

 

Функции 
0
( )

n
J Z в уравнении (15) имеют вид 
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Интегралы 0 ( )nJ Z  (16) можно вычислить анали-

тически. Ниже приведены выражения для этих 

интегралов при различных значениях квантовых 

чисел 1, 2, 3, 4n  :  
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Используя эти выражения для интегралов в 

формуле (15), можно вычислить полные энергии 

атомных уровней 1/2En  s-состояний для широ-

кого диапазона зарядов 1 100.Z    

Результаты расчетов и их сопоставление с экс-

периментальными данными представлены на рис. 

1 - 4 и в табл. 1 - 3 для квантовых чисел 

1, 2, 3, 4n  . Здесь показаны зависимость от за-

ряда ядра Z абсолютных значений энергий 1/2En  

(10), 1/2
REn  (9) и экспериментальных значений 

энергий EXPEn [21] для различных .n  Ошибки 

измерений малы и приведены в работе [21]. 

На рис. 1а точками указаны вычисленные и 

экспериментальные значения энергий при 1n   

для различных зарядов Z. Из рисунка хорошо 

видно, что экспериментальные значения энергий 

1 EXPE  значительно отличаются от энергий для 

водородоподобного атома 1 1/2

RE , но очень близ-

ки к полным энергиям 1 1/2E . 

В табл. 1 приведены значения эксперимен-

тальных энергий 1 EXPE  и вычисленных 1 1/2E , 

согласно определению (10), для некоторых заря-

дов Z. 

E1, эВ 

2

1

3

0 20 40 60 80 100
Z0

50000

100000

150000

Е1 эВ

 
                                                                                     Z 

 

Рис. 1а. Зависимость от заряда ядра Z энергий состоя-

ний с 1n  . Энергии 
1 EXP

E  для различных зарядов 

обозначены цифрой 1; 1 1/2E  - цифрой 2; 1 1/2

RE  - 

цифрой 3. Значения энергий представлены в электрон-

вольтах (эВ). 
 

Из соображений наглядности, вместо сопо-

ставления большого массива чисел в таблицах, 

мы соединили дискретные точки сплошными 

линиями и представили эти результаты на 

рис. 1б, подразумевая, что смысл имеют только 

те точки на кривой, которые соответствуют це-

лочисленным зарядам Z. На рис. 1в показана 

часть рис. 1б в интервале зарядов 2 38.Z   
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Таблица 1. Энергии состояний (эВ) с 1n   при различных значениях заряда ядра Z 

 

Z 5 10 16 20 24 32 38 46 55 70 81 90 

1 1/2
E  192 877 2481 4050 6032 11279 16380 24810 36640 62345 86428 109772 

1 EXP
E

 

188 867 2472 4038 5989 11103 16105 24350 35985 61332 85530 109650 
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2
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                                                                                           Z 
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Z
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                                                                                          Z 

Рис. 1б. Зависимость от заряда ядра Z энергий состоя-

ний с 1n  . Энергии 1EXPE  - кривая 1; 1 1/2E  - кри-

вая 2; 1 1/2

RE  - кривая 3.  

Рис. 1в. Энергии состояний с 1n   в интервале заря-

дов 2 38Z  . 
1 EXP

E  - кривая 1; 1 1/2E  - кривая 2; 

1 1/2

RE  - кривая 3. 

 

В процентном отношении отклонение расчет-

ных величин от экспериментальных для доста-

точно больших зарядов варьируется от 0,1 до 

2 %. Однако подход, основанный на простом ва-

рианте статистической модели и теории возму-

щений, не может претендовать на очень боль-

шую точность. 
 

E2, эВ 
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Рис. 2. Зависимость от заряда ядра Z энергий состоя-

ний с 2n  . 
2 EXP

E  - кривая 1; 2 1/2E  - кривая 2; 

2 1/2

RE  - кривая 3. 

 

На рис. 2 представлены результаты расчетов и 

экспериментальные значения энергий для состо-

яний с 2n   в виде непрерывных кривых, со-

единяющих дискретные точки, а в табл. 2 приве-

дены значения экспериментальных энергий 

2 EXP
E  и вычисленных 2 1/2E  для некоторых 

зарядов Z. 
На рис. 3 представлены соответствующие ре-

зультаты расчетов и экспериментальные значе-
ния энергий для состояний с 3n  . 

В табл. 3 приведены значения эксперимен-

тальных энергий 
3 EXP

E  и вычисленных 3 1/2E  

для некоторых зарядов Z. 

На рис. 4 представлены соответствующие ре-

зультаты расчетов и экспериментальные значе-

ния энергий для состояний с 4n  . Отметим, 

что в этом случае первый порядок теории воз-

мущений оказывается корректным только для 

80Z  , поэтому результаты представлены для 

достаточно больших зарядов ядер. Следует отме-

тить как общую тенденцию, что с увеличением 

главного квантового числа n  теория возмуще-

ний остается корректной при все больших заря-

дах. Поэтому эффективность ее применения 

ограничена при 5.n    

Приведенные результаты показывают, что в 

рассмотренном приближении удается достаточно 

хорошо описать энергии атомных уровней для 

рассмотренных главных квантовых чисел n . В 

настоящий момент проводятся расчеты энергий 

для состояний с любым полным угловым момен-

том j, допустимом при фиксированном главном 

квантовом числе ,n  и они будут представлены в 

следующей публикации. 
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Таблица 2. Энергии состояний (эВ) с 2n   при различных значениях заряда ядра Z 

 

Z 10 18 41 50 55 60 70 80 88 92 94 100 

2 1/2
E  49 293 2767 4620 5899 7371 10938 15422 19743 22169 23452 27593 

2 EXP
E

 

45 320 2697 4465 5714 7126 10486 14839 19327 21757 23097 27700 
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Рис. 3. Зависимость от заряда ядра Z энергий состоя-

ний с 3n  . 
3 EXP

E  - кривая 1; 3 1/2E  - кривая 2; 

3 1/2

RE  - кривая 3. 

Рис. 4. Зависимость от заряда ядра Z энергий состоя-

ний с 4n  . 
4 EXP

E  - кривая 1; 4 1/2E  - кривая 2; 

4 1/2

RE  - кривая 3.  

 

Таблица 3. Энергии состояний (эВ) с 3n   при различных значениях заряда ядра Z 

 

Z 30 35 44 50 55 60 70 80 88 92 94 100 

3 1/2
E  71 177 484 784 1099 1479 2454 3750 5047 5791 6188 7486 

3 EXP
E

 

136 257 585 884 1217 1575 2398 3561 4822 5548 5933 7205 

 

Выводы 
 

Таким образом, использование среднего по-

тенциала модели Томаса - Ферми, действующего 

на каждый электрон, позволяет приближенно 

учесть межэлектронное взаимодействие и доста-

точно хорошо описать энергии атомных уровней. 

При этом разница между средним полем и куло-

новским полем ядра рассматривается как возму-

щение, с помощью которого находятся поправки 

к энергиям атомных уровней водородоподобного 

атома. Использование приближения Тайтца для 

среднего потенциала позволяет получить выра-

жения для энергий в аналитическом виде. Эти 

энергии были вычислены для s-состояний с 

главными квантовыми числами 1, 2, 3, 4n   в 

первом порядке теории возмущений. Получены 

достаточно простые аналитические выражения 

для энергий, численное значение которых хоро-

шо согласуется с соответствующими экспери-

ментальными данными для большого диапазона 

зарядов. В процентном отношении отклонение 

расчетных величин от экспериментальных для 

достаточно больших зарядов варьируется от 0,1 

до 2 % для К-оболочки. Для L- и M-оболочек 

согласие также хорошее, однако несколько хуже, 

чем для К-оболочки.  

Следует отметить, что приближенный харак-

тер метода Томаса - Ферми и использование тео-

рии возмущений накладывают ограничения на 

точность проводимых расчетов. С ростом кван-

тового числа n  энергии уровней для водородо-

подобного атома R
n jE  (9) уменьшаются по абсо-

лютной величине, а относительная роль поправ-

ки при этом nlE  возрастает. Поэтому теория 

возмущений в первом порядке перестает быть 

корректной для достаточно больших главных 

квантовых чисел и уже для 4n   разумные ре-

зультаты получаются только для очень больших 

зарядов Z. Поэтому для состояний с квантовыми 

числами 4n   рассмотренная модель имеет 

ограниченную область применимости. Однако 

использование простых аналитических выраже-

ний для энергий атомных уровней избавляет от 

необходимости громоздких численных расчетов 

и позволяет проводить качественный анализ вли-
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яния на величину энергий различных факторов, 

что является одним из преимуществ предлагае-

мого подхода, а учет корреляционных, обменных 

и других эффектов возможно увеличит точность 

расчетов и расширит область его применимости.  
 

Автор благодарит А. Я. Дзюблика за полезные 

дискуссии и замечания. 
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CALCULATION OF THE ATOMIC STATES ENERGIES IN THE THOMAS - FERMI APPROXIMATION 
 

A method for calculating the energies of levels for many-electron neutral atoms is proposed. In this case, in addition 

to the Coulomb field of the nucleus, an important contribution to the energy is connected with the interaction between 

the electrons. This interaction is taken into account approximately by perturbation theory in the framework of the 

Thomas - Fermi statistical model. Using the Taytz approximation for the mean potential the analytical expressions for 

the energies of s-states are obtained with principal quantum numbers 1, 2, 3, 4.n   The energies are calculated for the 

nuclear charges in the interval 1 100.Z   A good agreement with the experimental values of the energies was obtained. 
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