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О СВОЙСТВАХ БЕГУЩЕЙ КОНСТАНТЫ СВЯЗИ СИЛЬНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 

В ОБЛАСТИ НИЗКИХ ЭНЕРГИЙ 
 

Бегущая константа связи 
s

  квантовой хромодинамики (КХД) и ее зависимость от перенормировочного 

энергетического масштабного КХД-параметра   исследуются в области энергий μ ≲ 25 ГэВ на основе прямого 

численного интегрирования основного ренормгруппового уравнения КХД с учетом членов вплоть до пятипет-

левого порядка. Впервые в пятипетлевом порядке рассчитано значение полюса константы сильной связи – по-

люса Ландау 0 664,9МэВ   (масштабного КХД-параметра ). Также для описания зависимости  
s
  

предложена простая однополюсная формула, которая дает очень хорошее описание константы сильной связи в 

рассматриваемой области энергий. 

Ключевые слова: квантовая хромодинамика (КХД), константа связи сильного взаимодействия, теория воз-

мущений КХД, ренормгрупповое уравнение КХД. 
 

1. Введение 
 

Бегущая константа связи сильного взаимодей-
ствия  s s    , зависящая от перенормировоч-
ного энергетического масштабного КХД-пара-
метра  , является одним из основных свободных 
параметров КХД, непосредственно входящих в 
ее лагранжиан наряду с массами кварков [1 - 3]. 
Учитывая тот факт, что константа сильной связи 
является фундаментальным физическим пара-
метром Стандартной модели физики частиц, ее 
теоретическому и экспериментальному исследо-
ванию постоянно уделяется исключительно 
большое внимание [1 - 6], в особенности прини-
мая во внимание то обстоятельство, что данная 
константа входит во многие рассчитываемые 
сечения различных процессов с участием эле-
ментарных частиц. Особенно интенсивно кон-
станта s  исследуется в последние 10 - 20 лет. 
При этом особую актуальность дальнейшему 
исследованию константы s  придает в последнее 
время ставшее лишь недавно известным [7, 8] 
значение пятипетлевого коэффициента теории 
возмущений КХД, что может и должно сыграть 
роль как для улучшения точности КХД-расчетов, 
так и для расширения области их применимости. 
Поскольку основная роль данного результата 
может сказаться в области низких энергий, где 
наблюдается рост величины 

s  и соответственно 
ухудшение сходимости ряда теории возмущений 
КХД, то мы в данной работе сосредоточимся на 
расчетах в области низких энергий с использова-
нием недавно полученного значения пятипетле-
вого коэффициента бета-функции КХД. В част-
ности, впервые в пятипетлевом порядке нами 
рассчитано значение полюса Ландау в энергети-
ческой зависимости константы связи КХД. 

Если константа связи s  будет зафиксирова-

на, т.е. экспериментально измерена при одном 

заданном значении энергии 
экспQ  , то КХД 

может точно предсказать значение константы 

связи при любом другом значении энергии путем 

расчета согласно так называемому ренормализа-

ционно-групповому уравнению КХД [1 - 8] (да-

лее ренормгрупповому уравнению либо РГ-урав-

нению). Согласно принятому по ряду причин 

соглашению основной реперной отсчетной точ-

кой в зависимости константы сильной связи от 

энергии принята точка 91,1876 ГэВZM   [3], 

соответствующая массе нейтрального перенос-

чика слабого взаимодействия Z-бозона 0Z . Со-

ответственно значение константы связи  s ZM  

в точке Z-бозона является фактически в настоя-

щее время фундаментальной физической посто-

янной [3]. Следует отметить, что впервые идеи 

ренормгруппового подхода в квантовой теории 

поля (КТП) были предложены в начале 1950-х гг. 

[9] и далее ренормгрупповой подход в КТП раз-

рабатывался и применялся в течение всего пери-

ода ее развития [10 - 13]. 
 

2. Ренормгрупповое уравнение КХД 

для бегущей константы связи 
 

Ренормгрупповое уравнение КХД для бегу-

щей константы связи сильного взаимодействия 

 s   можно записать в виде [1 - 8] 
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где функция  sa   определяется выражением 
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а функция  sa  представляет собой так называ-

емую бета-функцию КХД [1 - 8] и является од-

ной из важных и фундаментальных зависимостей 

данной теории. Бета-функцию  sa  часто также 

называют функцией Гелл - Манна - Лоу [14] ли-

бо функцией Челлена - Шиманчика [15, 16]. Да-

лее разложение функции  sa  в ряд теории 

возмущений по степеням константы связи можно 

записать в виде [1 - 8] 
 

   2 3 4 5 6 7

0 1 2 3 4 ,s s s s s s sa a a a a a O a         

(3) 

где принятые согласно соглашению знаки «ми-

нус» перед положительными коэффициентами 

n  отражают свойство асимптотической свободы 

КХД [1 - 6], т.е. того известного установленного 

факта, что сильное взаимодействие кварков и 

глюонов ослабевает с ростом энергии и практи-

чески исчезает для процессов с большими пере-

данными импульсами Q . Для значений энергии 

в области 100 - 1000 ГэВ константа сильной свя-

зи уже является достаточно малой величиной и 

имеет в этой области порядок 0,1s . Коэффи-

циенты 0  и 1  носят название соответственно 

однопетлевого и двухпетлевого коэффициентов 

бета-функции и они не зависят от используемой 

схемы перенормировки КХД. В то же время ко-

эффициенты более высокого порядка, а именно 

трех-, четырех- и пятипетлевой коэффициенты 

2 , 3  и 4  зависят уже от схемы перенорми-

ровки и приводятся далее для случая наиболее 

употребительной MS -схемы перенормировки 

КХД. К настоящему времени известны пять пер-

вых коэффициентов разложения теории возму-

щений КХД (3), т.е. члены вплоть до пятипетле-

вого порядка включительно, и они имеют следу-

ющий вид [7, 8, 17 - 24]: 
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где  n n    – дзета-функция Римана, а fn – 

число «активных» ароматов кварков, т.е. количе-

ство кварков, масса которых не превышает зна-

чение бегущего масштабного параметра   в 

ренормгрупповом уравнении (1). 

Ведущий однопетлевой коэффициент 0  

КХД-разложения (3) впервые был найден в нача-

ле 1970-х гг. [17, 18] и на его основе было пред-

сказано такое фундаментальное свойство КХД, 

как асимптотическая свобода кварков при высо-

ких энергиях, т.е фактически была заложена  

основа КХД как физической теории [1 - 3]. Вско-

ре после этого также были найдены двух- [19, 

20] и трехпетлевой коэффициенты [21, 22], что 

позволило начать проводить достаточно точные 

расчеты. Однако следующего прорывного шага – 

определения четырехпетлевого коэффициента 

3  пришлось ожидать более 20 лет [23, 24]. И, 
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наконец, совсем недавно в результате весьма 

значительных расчетно-вычислительных усилий 

был найден пятипетлевой коэффициент 4  [7, 8], 

что уже вызвало значительный поток дальней-

ших работ и исследований и позволяет далее 

повысить точность теоретических расчетов КХД, 

а также, возможно, расширить область примене-

ний. Поскольку основная роль данного результа-

та может сказаться в области низких энергий, где 

наблюдается рост величины s  и соответственно 

ухудшение сходимости ряда теории возмущений 

КХД, то мы сосредоточимся на расчетах в обла-

сти низких энергий с использованием недавно 

полученного значения пятипетлевого коэффици-

ента бета-функции КХД. 
 

3. Исследование константы связи в области 

эВ2 Г  и полюс Ландау 

 

Для расчета согласно РГ-уравнению (1) для 

константы сильной связи нужно задать началь-

ное значение константы s  при определенной 

энергии, найденное из эксперимента, что позво-

ляет далее численно проинтегрировать уравне-

ние (1) и найти зависимость  s s     во всем 

исследуемом интервале для сравнения с другими 

экспериментальными данными. Согласно приня-

тому по ряду причин соглашению основной ре-

перной, или отсчетной, точкой в зависимости 

константы связи от энергии принята точка 

ZM  , соответствующая массе нейтрального 

переносчика слабого взаимодействия Z-бозона 
0Z : 

 

91,1876(21)ГэВ [3].ZM               (7) 

 

И уравнение (1), соответственно, чаще всего 

используется для нахождения фундаментальной 

величины  s ZM  из некоторого эксперимен-

тально определенного значения  s эксп   в неко-

ей точке эксп экспQ    с целью дальнейшего 

сравнения различных экспериментально полу-

ченных результатов между собой. В области 

низких энергий, однако, основной реперной от-

счетной точкой, в которой имеется большое чис-

ло экспериментальных результатов, служит точ-

ка M   , соответствующая массе тяжелого тау-

лептона: 
 

1,77686(12)ГэВ [3].M                (8) 
 

Особая роль данной точки для эксперименталь-

ного определения сильной константы s  связана 

с тем, что тау-лептон является достаточно тяже-

лым и может распадаться на адроны. Мы будем 

далее в качестве начальной точки при низких 

энергиях для интегрирования РГ-уравнения (1) 

использовать достаточно давно и хорошо из-

вестное значение 
 

  0,330(14) [7, 25, 26],s M              (9) 

 

часто применяемое в качестве стандартной репер-

ной точки. Отметим также, что под «низкими» 

энергиями мы будем понимать энергии, которые 

на порядок и более меньше энергии Z-бозона (7), 

т.е. энергии 1 1 ГэВ0  , а более конкретно изу-

чаемую область эВ25 Г , где имеется ряд экс-

периментальных точек. При этом часто в КХД 

под «низкими» энергиями понимается чуть более 

узкий интервал Г В1 э5   [27, 28]. 

На рис. 1 показана рассчитанная в различных 

порядках петлевого приближения согласно РГ-

уравнению КХД (1) с использованием коэффи-

циентов (4) - (6) зависимость константы сильной 

связи от энергии в области наиболее низких 

энергий эВ2Г , т.е. в области энергий, близ-

ких к предполагаемому расположению полюса 

функции  s   – так называемого полюса 

Ландау [6, 29 - 31], впервые обнаруженного и 

обсуждавшегося в квантовой электродинамике 

(КЭД). При этом в качестве начальной точки 

интегрирования выбрана точка M    с началь-

ным значением (9) при количестве активных 

ароматов кварков 4,fn   поскольку начальная 

область энергий выше массы c -кварка. Как вид-

но из рис. 1, зависимость  s   обнаруживает 

некоторую сходимость к некоторому возможно-

му положению полюса данной функции при уве-

личении порядка приближения вплоть до пяти-

петлевого порядка 5.n   Причем данная сходи-

мость имеет место несмотря на предположения о 

том, что ряд теории возмущений (3) может рас-

ходиться, а разложение терять смысл при при-

ближении к полюсу функции  s  , т.е. в обла-

сти значений 1.s  

Как известно [6, 29 - 31], полюс Ландау, или 

«призрачная» сингулярность Ландау, в КТП 

представляет собой особенность в зависимости 

бегущей константы связи от энергии, которая не 

дает продолжать перенормировку константы свя-

зи дальше некоторой конечной энергии. С физи-

ческой точки зрения это означает, что та конкрет-

ная квантово-полевая теория, из которой было 

получено уравнение ренормгруппы, перестает 

быть применимой и необходимо ее обобщение. 
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  S 

 
                                                                                  , ГэВ 

Рис. 1. Зависимость константы сильной связи s
  от 

энергии вблизи полюса данной функции 0
    (по-

люса Ландау), рассчитанная согласно ренормгруппо-

вому уравнению в различных порядках петлевого 

приближения. Номер кривой соответствует порядку 

петлевого приближения n. Точки – эксперимент. (См. 

цветной рисунок на сайте журнала.) 
 

Поскольку полюс Ландау означает обращение 

в бесконечность константы связи при некоторой 

конечной энергии и появляется обычно в резуль-

тате применения теории возмущений в некото-

ром конечном ее порядке, то наиболее вероятной 

возможностью интерпретации данного полюса 

является возможная неприменимость приближе-

ния теории возмущений в области сильной связи 

1s . Иными словами, согласно данной точке 

зрения, пертурбативный расчет полюса Ландау 

является некорректным, поскольку используемое 

приближение становится недействительным за-

долго до того, как предполагаемый полюс будет 

достигнут. Данное обстоятельство действительно 

имеет место в КЭД. 

Однако в КХД, с нашей точки зрения, сходи-

мость кривых  s   к некоторой предельной 

кривой вблизи полюса Ландау может быть обу-

словлена все более резким характером поведения 

данной функции вблизи полюса при росте по-

рядка приближения n  и иметь физический 

смысл. Другими словами, вследствие резкого 

поведения функции при достаточно больших 

порядках приближения ряд теории возмущений 

(3) может сходиться уже в некоторой точке 

0   , очень близкой к точке полюса 
0  функ-

ции  .s   В качестве конкретного примера 

укажем, что в пятипетлевом порядке 5n   рас-

считанное положение полюса Ландау функции 

 s   имеет значение (см. далее) 

 

 0 5 0,6649ГэВ,L n                  (10) 

а уже при 0,71 ГэВ   и бóльших энергиях зна-

чения функции  s   становятся меньше еди-

ницы:  0,71 ГэВ 1s  . Таким образом, «физи-

ческая» область энергий, в которой константа 

сильной связи меньше единицы, расположена в 

КХД в непосредственной близости к полюсу 

Ландау (10), хотя сам полюс при этом обычно 

считается «нефизическим» [6]. Укажем в связи с 

данным обсуждением также на то обстоятель-

ство, что фактически разложение теории возму-

щений (3) может рассматриваться как разложе-

ние по степеням параметра / 4s  , на порядок 

меньшего чем s , т.е. иметь более широкую 

область применимости, чем обычно предполага-

ется. Кроме того, существуют также указания на 

то, что ряд теории возмущений (3) может быть 

асимптотическим рядом Пуанкаре, т.е. расхо-

диться в принципе при всех значениях параметра 

s  и тем не менее с ним можно работать, как и с 

другими асимптотическими рядами, т.е. ограни-

чиваясь в разложении некоторым конечным ра-

зумным числом членов (см. также далее раздел 5). 

Обратим далее внимание на важный момент, 

связанный с наличием скачка, точнее скачков, в 

энергетической зависимости константы сильной 

связи  s  . Первый такой скачок заметен на 

рис. 1 при энергии 1,5 ГэВ.   Наличие этих 

пороговых скачков связано c увеличением числа 

fn  «активных» ароматов кварков по мере роста 

энергии и оно весьма подробно обсуждалось в 

литературе [3, 32 - 34], где даны соответствую-

щие граничные формулы сшивки в пороговых 

точках появления более тяжелых кварков в зави-

симости  s   вплоть до четырехпетлевого по-

рядка включительно. Мы при численном инте-

грировании уравнения (1) использовали началь-

ное условие (9) при числе активных ароматов 

кварков 4fn   и далее при уменьшении энергии 

учитывали в четырехпетлевом порядке порого-

вый скачок от четырех до трех ароматов кварков 

(до 3fn  ) при энергии, соответствующей по-

люсной массе c -кварка 1,5ГэВcM  , а при ро-

сте энергии учитывали пороговый скачок от че-

тырех до пяти ароматов кварков (до 5fn  ) при 

энергии, соответствующей полюсной массе 

b-кварка 4,8ГэВbM  . При этом расчет кон-

кретных значений пороговых скачков функции 

 s   в точках cM   и bM   был произве-

ден с помощью известного программного пакета 

RunDec/CRunDec [32, 35, 36], а значения полюс-
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ных масс c- и b-кварков были выбраны в соот-

ветствии с работами [35, 36]. 

Приведем зависимость рассчитываемого по-

ложения полюса Ландау 0  функции  s   

(масштабного КХД-параметра ) от порядка n 

петлевого приближения ренормгруппового урав-

нения КХД: 
 

n 0 ,    ГэВ 

1 0,2169 

2 0,4350 

3 0,5412 

4 0,6254 

5 0,6649 
 

Из приведенных данных видим рассчитанное 

в различных порядках петлевого приближения n 

согласно ренормгрупповому уравнению КХД (1) 

положение полюса Ландау в зависимости кон-

станты сильной связи от энергии. Зависимость 

рассчитанного положения полюса 0  функции 

 s   обнаруживает сходимость к некоторому 

возможному положению полюса данной функ-

ции при увеличении порядка приближения 

вплоть до пятипетлевого порядка 5n  , хотя 

данная сходимость, судя по результатам расче-

тов, еще не вполне достигнута. Однако значение 

полюса Ландау (10), полученное в пятипетлевом 

порядке n = 5, можно считать достаточно близ-

ким к окончательному предельному значению 

данной величины и сильно измениться оно уже 

не должно. Следует отметить, что фактически 

положение полюса Ландау в КХД совпадает со 

значением известного фундаментального мас-

штабного КХД-параметра : 0 QCD     . 

Вначале обычно данный параметр появляется 

как константа интегрирования ренормгруппового 

уравнения КХД (1) в однопетлевом приближении 

с учетом лишь первого ведущего члена разложе-

ния теории возмущений (3). В этом случае урав-

нение (1) допускает аналитическое решение, 

которое можно записать в виде [1 - 6] 
 

 
 0

2
,

ln /
s


  

  
                  (11) 

 

откуда очевидно, что при     данная функция 

обращается в бесконечность. В общем же случае 

положение полюса Ландау и соответственно 

значение параметра   зависит от используемой 

схемы перенормировки (мы везде рассматриваем 

только результаты для MS -схемы), от учитыва-

емого при расчете петлевого порядка теории 

возмущений КХД (см. приведенные выше дан-

ные), от числа ароматов кварков fn , а также, 

естественно, от способа и точности расчета и от 

используемых входных параметров. Считается, 

что масштабный КХД-параметр   имеет поря-

док величины 0,2 0,5 ГэВ  , что согласуется 

с полученным нами результатом (10), который 

можно также записать в часто используемом для 

обозначения параметра   виде 
 

 3

MS
664,9 МэВ,fn 

               (12) 

 

где число ароматов кварков 3fn   соответствует 

интервалу энергий .cM   

Рассчитанное нами таким образом значение 

(12) данного параметра оказывается несколько 

больше приведенного в последнем обзоре Parti-

cle Data Group (PDG) [3] значения 
   3

MS
332 17 МэВ  , однако последнее было рас-

считано в четырехпетлевом порядке с использо-

ванием трехпетлевых условий сшивки и на осно-

ве использования некоторого приближенного 

решения ренормгруппового уравнения, которое 

достаточно существенно начинает отличаться от 

точного численного решения уравнения (1) как 

раз в области низких энергий, т.е. в области по-

люса [3]. С учетом сильной чувствительности 

рассчитываемого положения полюса к деталям 

расчета и используемым входным параметрам, а 

также с учетом достаточно большой погрешно-

сти определяемой величины   расхождение не 

выглядит таким уж большим, тем более что в 

предыдущих расчетах сходимость в зависимости 

от порядка петлевого приближения явно не была 

достигнута. Кроме того, следует отметить, что в 

целом в литературе имеется весьма большой 

разброс значений для КХД-параметра  , в том 

числе и близкие к рассчитанному нами значению 

(12). К примеру, в работе [37], где так же, как и у 

нас, значение  s M   использовалось в качестве 

входного параметра, были получены значения 

565,6 МэВ   для случая   0,32s M   и 

717,2 МэВ   для случая   0,35s M  , кото-

рые близки к значению (12). 

Появление полюса константы сильной связи 

КХД при малом конечном значении энергии ас-

социируется обычно с явлением конфайнмента, 

или невылетания, кварков, т.е. невозможности 

существования кварков в свободном состоянии. 

Последнее как раз и обусловлено бесконечным 

предельным значением константы сильной связи, 

характеризующей взаимное притяжение кварков. 

Данное явление проявляется на типичных рас-
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стояниях порядка размера адрона, т.е. 1Фм.  

Конфайнмент, или удержание кварков, может 

фактически рассматриваться в качестве обратной 

стороны явления асимптотической свободы на 

малых расстояниях, проявляющейся на противо-

положной стороне масштаба энергий и расстоя-

ний как раз согласно энергетической зависимо-

сти константы сильной связи, а именно на доста-

точно больших расстояниях цветовое притяже-

ние кварков становится непреодолимо сильным 

[38], т.е.  
0

s


    . В этом случае описание 

сильного взаимодействия переходит от кварк-

глюонной КХД-картины к картине нуклон-

нуклонного и пион-нуклонного взаимодействия, 

т.е. в общем случае к картине адрон-адронного 

взаимодействия и соответственно описания в 

рамках адронных степеней свободы. Отметим, 

что константа связи сильного взаимодействия в 

последнем случае определяется уже как констан-

та пион-нуклонной связи [38 - 40]. 
 

4. Исследование константы связи в области 

энергий эВ25Г  и однополюсная формула 

 

Несмотря на то что решение ренормгруппово-

го уравнения (1) дает теоретически точное опи-

сание зависимости константы сильной связи от 

энергии в пертурбативной области, тем не менее 

всегда удобно и информативно иметь какую-

либо простую и явную приближенную формулу 

для изучения свойств и аппроксимации имею-

щейся экспериментальной зависимости исследу-

емой величины, которая позволит избежать чис-

ленного решения уравнения. В литературе [3, 5, 

6, 41 - 43] было предложено несколько аналити-

ческих приближений для зависимости  . s  

Рассмотрим здесь еще одну простую и удобную 

аналитическую аппроксимацию этой зависимо-

сти в области низких энергий, т.е. вблизи полюса 

0    данной функции. А именно вблизи полю-

са можно воспользоваться простым приближени-

ем в виде рациональной функции низкого поряд-

ка, которое запишем в виде 
 

 
2

0 1 2

0

.s

c c c   
  

 
                  (13) 

 

Однополюсная формула (13) представляет собой 

аппроксиманту функции  s   рациональной 

функцией порядка [2/1], или Паде-аппрокси-

манту порядка [2/1]. 

Однополюсная аппроксимация вида (13) ча-

сто используется в ядерной физике и физике 

элементарных частиц для описания соответ-

ствующих физических величин вблизи налично-

го полюса, в частности для описания функции 

эффективного радиуса NN- и Nd-рассеяния [44 - 

47]. Наряду с простотой существенным достоин-

ством однополюсной аппроксимации (13) явля-

ется то обстоятельство, что она учитывает глав-

ное характерное свойство исследуемой функции 

в рассматриваемой области энергий – собственно 

само наличие полюса. Используя теперь найден-

ное значение (10) 0 0,6649ГэВ   полюса функ-

ции  s   и начальное условие (9) 

  0,330s M  , найдем два оставшихся свобод-

ных коэффициента однополюсной зависимости 

(13) подгонкой к имеющимся в рассматриваемой 

области энергий эВ25Г  экспериментальным 

данным, приведенным в табл. 1. Определенные 

таким образом коэффициенты nc  формулы (13) 

имеют значения 
 

1

0 1 20,03885ГэВ, 0,1884, 0,002086ГэВ .c c c    

(14) 
 

Таблица 1. Зависимость  s
  , рассчитанная в 

пятипетлевом порядке ренормгруппового 

уравнения КХД (1) – ,
QCD

s
  а также 

по однополюсной формуле (13) – 
pole

s
  

 

 , ГэВ QCD

s  
pole

s  Эксперимент 

1,58 0,352 0,362 
0.062

0.0810,375

  [48] 

M
= 1,77686 0,330 0,330 0,330(14) [25, 26] 

4,75 0,220 0,217 0,217(21) [49, 50] 

7,5 0,194 0,195 0,192(2) [51, 52] 

9,46 0,184 0,186 
0.015

0.0140,184

  [53] 

14,0 0,168 0,170 
0.021

0.0170,170

  [50, 54] 

22,0 0,153 0,149 
0.015

0.0130,151  [50, 54] 
 

В третьей строке приведено выделенное значение 

  ,s M   использованное как входной параметр. 

 

Малость найденного коэффициента 2c  означа-

ет, что в принципе при самых низких энергиях 

недалеко от полюса неплохой аппроксимацией 

была бы даже аппроксиманта еще более низкого 

порядка [1/1]. Однако однополюсная формула (13) 

порядка [2/1] с параметрами (10), (14), также как и 

точное численное решение ренормгруппового 

уравнения (1), дает практически идеальное описа-

ние константы сильной связи в достаточно широ-

кой рассматриваемой области энергий эВ25Г

, что видно из рис. 2 и табл. 1. Следует однако 

указать при этом, что формула (13) имеет два не-

достатка. Во-первых, она дает неправильную 

асимптотику функции  s   на бесконечности –  
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  S 

 
                                                                                  , ГэВ 

Рис. 2. Зависимость константы связи 
s

  от энергии. 

Сплошная красная кривая – зависимость, рассчитанная 

согласно ренормгрупповому уравнению (1) в пятипет-

левом порядке с начальным условием   0,330
s

M


  . 

Штриховая синяя кривая – зависимость согласно одно-

полюсной формуле (13). Точки – эксперимент. (См. 

цветной рисунок на сайте журнала.) 
 

 pole

s


     вместо убывания до нуля. Во-

вторых, функция  s   согласно уравнению (1) 

должна быть четной функцией параметра ,  а 

выражение (13) этим свойством не обладает. Од-

нако оба эти свойства являются «глобальными» 

свойствами зависимости  ,s   характеризую-

щими поведение данной функции «в целом» на 

всем глобальном интервале. Поэтому локальная 

аппроксимация на конечном отрезке выражением, 

не удовлетворяющим неким глобальным свой-

ствам, является вполне возможной и приемлемой 

с учетом области определения и применимости 

данного выражения. 

В табл. 1 приведены результаты конкретных 

численных расчетов константы связи согласно 

ренормгрупповому уравнению КХД (1) в пяти-

петлевом порядке, а также согласно однополюс-

ной формуле (13) в тех точках при низких энерги-

ях, где имеются результаты экспериментальных 

измерений (см. в этой связи также обзоры экспе-

риментальной ситуации в [3, 25 - 28, 50, 52, 55, 

56]). В целом табл. 1 и рис. 2 показывают исклю-

чительно хорошее согласие теоретического КХД-

описания и эмпирической аппроксимации (13) с 

экспериментальными данными. Последний факт 

свидетельствует не только в пользу правильности 

и точности теории КХД, но также в пользу пра-

вильности выбранного исходного начального 

значения (9) константы связи в точке тау-лептона 

  0,330(14),s M   которое оказалось очень 

хорошо согласованным со всеми другими имею-

щимися в области низких энергий эксперимен-

тальными данными. Отметим в этой связи, что 

значение (9) величины  s M   практически сов-

падает с одной из новейших экспериментальных 

оценок данной величины   0,328(13)s M   [56] 

и лишь немного превышает значение 

   0,325 15s M   последнего обзора PDG [3], 

которое в свете вышеприведенных расчетов в 

рассматриваемом низкоэнергетическом интервале 

представляется несколько заниженным. 

 

Таблица 2. Зависимость константы сильной связи s
  от порядка n петлевого приближения 

ренормгруппового уравнения КХД при некоторых значениях энергии  
 

n 
, ГэВ 

0,665 0,7 1 1,25 1,5 2 3 4 20 ZM  

2 0,7826 0,7233 0,4848 0,4061 0,3613 0,3113 0,2615 0,2351 0,1557 0,1194 

3 0,9101 0,8114 0,4963 0,4090 0,3624 0,3109 0,2602 0,2338 0,1555 0,1192 

4 1,1621 0,9358 0,5043 0,4107 0,3630 0,3106 0,2597 0,2332 0,1554 0,1192 

5 3,7769 1,0658 0,5075 0,4113 0,3631 0,3106 0,2596 0,2331 0,1554 0,1192 

 

В табл. 2 приведены результаты расчетов за-

висимости константы s  от порядка петлевого 

приближения для ряда значений энергии, кото-

рые показывают хорошую практическую сходи-

мость расчета в области энергий, где имеются 

экспериментальные данные. Как видно из табли-

цы, учет членов пятипетлевого порядка может 

играть заметную роль только в области энергий 

1,5ГэВ , т.е. в непосредственной близости к 

полюсу, чего, впрочем, и следовало ожидать – 

см. в этой связи также рис. 1. Таким образом, 

полученные результаты свидетельствуют об 

очень хорошей согласованности описания име-

ющихся экспериментальных данных по констан-

те s  в области низких энергий 25ГэВ  и 

подтверждают использованное значение 

  0,330(14)s M   константы связи в точке тау-

лептона. В то же время рассчитанное нами в пя-

типетлевом порядке значение КХД-параметра 

664,9МэВ   оказывается несколько больше 

приведенного в обзоре PDG [3] значения. 
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5. Обсуждение теории возмущений КХД 

и полученных результатов 
 

Обсудим теперь кратко результаты и методы, 

которые используются при вычислении физиче-

ских характеристик различных реальных процес-

сов методами пертурбативной теории поля с ис-

пользованием энергетической зависимости бегу-

щей константы связи КХД. Как известно, про-

стейшими наблюдаемыми величинами в пертур-

бативной КХД являются величины, соответству-

ющие процессам, которые не содержат адронов во 

входном начальном канале реакции [3]. Одним из 

наиболее известных и важных примеров такого 

рода процессов является реакция электрон-

позитронного рассеяния e e  адроны,  даю-

щая адроны только в выходном канале реакции в 

результате e e  -аннигиляции. Для сечения дан-

ной реакции имеет место формула 
 

   адроны
( )

(1 ( ))
)

,
(

e e

e e

EW QCD

Q
R Q R Q Q

Q

 

   



 


   


  

(15) 

где величина  EWR Q  определяется чисто элект-

рослабым взаимодействием и в случае не очень 

больших энергий ZQ M  дается простым вы-

ражением через сумму квадратов электрических 

зарядов кварков: 23EW q

q

R e  . А КХД-функция 

( )QCD Q  при этом определяется разложением, 

содержащим бегущую константу связи [3, 57, 

58] 
 

  4

4
1

( ) .

n

s

QCD n

n

Q
Q c O

Q





   
     

   
         (16) 

 

Подобные же разложения, включающие констан-

ту связи, имеют место также для КХД-поправок 

к адронным ширинам распадов тау-лептона [59], 

а также для КХД-поправок к адронным парци-

альным ширинам бозонов Хиггса [60]. Таким 

образом, бегущая константа связи входит во 

многие рассчитываемые сечения различных ре-

акций и является величиной первостепенной 

важности в теории сильного взаимодействия. 

Далее вопросом чрезвычайной важности в 

пертурбативной КХД является фундаментальный 

и до сих пор не решенный вопрос о сходимости 

ряда теории возмущений КХД (3) и соответ-

ственно об условиях применимости и обосно-

ванности получаемых с его помощью результа-

тов. Отметим в этой связи сначала тот хорошо 

известный факт, что в общем случае ряды теорий 

возмущений квантовой механики (КМ) и кванто-

вой теории поля (КТП) могут быть как сходящи-

мися рядами, так и расходящимися асимптотиче-

скими рядами [61 - 67]. При этом в отношении 

ряда теории возмущений КХД (3) на нашем ны-

нешнем уровне знаний никаких его свойств в 

этом отношении не известно и не установлено, 

поэтому данный ряд теоретически может быть 

как сходящимся, так и расходящимся. Однако 

гораздо более вероятной возможностью при 

этом, как будет обсуждаться далее, является 

именно первая возможность, что данный ряд 

КХД является сходящимся. 

Следует особо подчеркнуть при этом, что 

расходимость рядов теории возмущений КМ и 

КТП связана в большинстве случаев с тем обсто-

ятельством, что квантовомеханические операто-

ры в общем случае являются неограниченными 

операторами, действующими в бесконечномер-

ном гильбертовом пространстве квадратично 

интегрируемых функций. При этом, однако, для 

обсуждаемого вопроса исключительно важным и 

существенным является тот факт, что ряд теории 

возмущений КХД (3) для бета-функции по своей 

природе кардинальным образом отличается от 

всех типичных случаев рядов теории возмуще-

ний КМ и КТП в силу того очевидного обстоя-

тельства, что данный ряд является фактически 

обычным разложением Тейлора - Маклорена для 

обычной функции  sa , а отнюдь не строится 

для собственных значений операторов. В силу 

этого сходимость ряда КХД (3) является не толь-

ко вполне возможной, но и весьма вероятной. 

При этом вышеприведенное важное рассуж-

дение является отнюдь не единственным аргу-

ментом в пользу вполне возможной сходимости 

ряда теории возмущений КХД (3). Наряду с ним 

еще более существенным свидетельством в поль-

зу вполне вероятной и возможной сходимости 

ряда теории возмущений КХД (3) является факт 

отсутствия роста по абсолютной величине коэф-

фициентов данного разложения, на что обраща-

лось особое внимание еще в первоначальных 

оригинальных работах [7, 8], где был получен 

пятипетлевой коэффициент этого разложения. 

Как хорошо известно, одним из основных харак-

терных свойств расходящихся асимптотических 

рядов является то свойство, что коэффициенты 

данного ряда могут вначале убывать по абсо-

лютной величине вплоть до некоторого порядка 

коэффициента, а затем начинают резко и быстро 

расти. Однако оказалось, что найденные к насто-

ящему времени вплоть до пятипетлевого порядка 

коэффициенты разложения (3) теории возмуще-

ний КХД не обнаруживают никакой тенденции к 
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своему росту, как видно, к примеру, из приве-

денного в [8] разложения (3), записанного для 

важного и интересующего нас конкретного слу-

чая 3fn  : 

 

    2

0, 3 / ( ) 1 0,565884s f s s sn a a         
 

 

2 3 40,453014 0,676967 0,58092 .8s s s         (17) 
 

Также отметим, что для других физически 

важных случаев 4, 5, 6fn   численные значения 

коэффициентов разложения (3) также являются 

достаточно малыми и не обнаруживают тенден-

ции к росту [7, 8]. Таким образом, численные 

значения коэффициентов разложения (3) являют-

ся удивительно малыми. В частности, достаточно 

малым оказалось численное значение недавно 

найденного пятипетлевого коэффициента разло-

жения бета-функции при всех физических значе-

ниях параметра fn , что свидетельствует о высо-

кой вероятности возможной сходимости ряда 

теории возмущений КХД. Таким образом, до сих 

пор не обнаружено никаких признаков возмож-

ной расходимости ряда возмущений для бета-

функции, что наряду с приведенным ранее аргу-

ментом означает большую вероятность сходимо-

сти КХД-ряда (3). Дальнейшим обоснованием 

правильности и корректности проведенных рас-

четов с учетом пятипетлевых поправок в рас-

сматриваемой области низких энергий является 

дополнительно тот факт, что в целом результаты 

расчетов очень хорошо согласуются с имеющи-

мися экспериментальными данными даже в ис-

следуемой области низких энергий, а также тот 

факт, что имеется очень хорошая тенденция к 

сходимости рассчитываемых в данной области 

величин, в частности полюса Ландау. 

В целом же, подводя итог обсуждению, сле-

дует подчеркнуть, что никакого другого способа 

и метода изучения ряда теории возмущений КХД 

и соответственно бета-функции КХД, кроме как 

путем добавления и учета новых последующих 

членов разложения, в настоящее время не имеет-

ся, – к большому сожалению. И соответственно 

единственно доступный имеющийся способ су-

дить о возможной сходимости или расходимости 

ряда теории возмущений КХД – только по пове-

дению коэффициентов данного ряда, т.е. по аб-

солютным величинам коэффициентов в зависи-

мости от роста их порядка. Отсутствие же роста 

установленных к настоящему времени коэффи-

циентов разложения вплоть до пятипетлевого 

порядка свидетельствует гораздо сильнее именно 

в пользу более вероятной сходимости этого ряда, 

как отмечалось в работах [7, 8], где и был найден 

пятипетлевой коэффициент разложения КХД. 

Таким образом, учет последующего нового члена 

разложения – на данный момент практически 

единственный путь возможного улучшения тео-

рии, в том числе и в области сильной связи, це-

лесообразность и условия применимости которо-

го подтверждаются согласованностью получен-

ных результатов, их хорошей сходимостью и 

относительно малыми значениями вновь полу-

ченных коэффициентов разложения, точнее от-

сутствием их роста. 
 

6. Основные выводы и заключение 
 

В работе на основе ренормгруппового уравне-

ния КХД исследуется поведение бегущей кон-

станты связи сильного взаимодействия в области 

низких энергий μ ≲ 25 ГэВ. Рассчитанные с ис-

пользованием недавно полученного пятипетлево-

го коэффициента 4  [7, 8] значения константы 

связи  s   исключительно хорошо согласуются 

с экспериментальными данными, что свидетель-

ствует в пользу правильности и точности теории 

КХД. В работе изучена зависимость константы 

сильной связи  s   от порядка n  петлевого 

приближения при различных значениях энергии 

.  Показано, что учет членов пятипетлевого по-

рядка играет существенную роль в непертурба-

тивной области энергий, меньших 1,5 ГэВ. 

В работе также изучена зависимость положе-

ния полюса Ландау 0  (масштабного КХД-пара-

метра 0  ) от порядка n  петлевого прибли-

жения ренормгруппового уравнения КХД. Уста-

новлена сходимость положения полюса Ландау к 

его истинному значению при увеличении поряд-

ка приближения .n  В случае пятипетлевого по-

рядка приближения получено значение 

0 664,9 МэВ    , которое оказалось несколь-

ко большим значения данного параметра 

332(17) МэВ  , приведенного в последнем 

обзоре PDG [3]. При этом следует указать, что 

PDG-значение было рассчитано в четырехпетле-

вом порядке с использованием приближенного 

решения ренормгруппового уравнения, которое 

существенно отличается от точного численного 

решения уравнения при низких энергиях в обла-

сти положения полюса. В то же время получен-

ное нами значение 664,9 МэВ   хорошо со-

гласуется со значением 641,4 МэВ,   которое 

является усредненным значением величин 

565,6   и 717,2 МэВ,   полученных в ра-

боте [37] для случаев   0,32s M   и 

  0,35.s M   Следует подчеркнуть, что 
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найденное значение полюса Ландау 

0 664,9 МэВ     находится в непосредствен-

ной близости к физической области энергий 

μ ≳ 0,7 ГэВ, в которой константа сильной связи 

становится меньше единицы:  0,71 ГэВ 1.s   

Также для описания зависимости  s   в работе 

предложена простая однополюсная формула, 

которая исключительно хорошо описывает кон-

станту сильной связи в рассматриваемой области 

энергий. В целом же учет пятипетлевого коэф-

фициента теории возмущений КХД позволяет 

улучшить описание в области низких энергий. 
 

Данная работа выполнена по темам 

0117U00237 НАН Украины и 0117U00240 Отде-

ления физики и астрономии НАН Украины. 
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СТОСОВНО ВЛАСТИВОСТЕЙ РУХОМОЇ КОНСТАНТИ ЗВ’ЯЗКУ СИЛЬНОЇ ВЗАЄМОДІЇ 

В ОБЛАСТІ НИЗЬКИХ ЕНЕРГІЙ 
 

Рухома константа зв’язку 
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  квантової хромодинаміки (КХД) та її залежність від перенормувального енер-
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п’ятипетельного порядку. Вперше в п’ятипетельному порядку розраховано значення полюса константи сильно-
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 
s
  запропоновано просту однополюсну формулу, яка дає дуже добрий опис константи сильного зв’язку в 

даній області енергій.  

Ключові слова: квантова хромодинаміка (КХД), константа зв’язку сильної взаємодії, теорія збурень КХД, 

ренормгрупове рівняння КХД. 
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PROPERTIES OF THE RUNNING COUPLING CONSTANT 

OF STRONG INTERACTION AT LOW ENERGIES  
 

Quantum chromodynamics (QCD) running coupling constant 
s

  and its dependence on the energy scale renormaliza-

tion parameter   are studied in the energy range of μ ≲ 25 GeV based on the five-loop calculations according to QCD 

renormalization group equation. Position of the Landau pole 0 664.9 MeV    of the  
s

   dependence (QCD scale 

parameter ) is calculated in the five-loop order for the first time. Energy dependence  
s

   of the running coupling 

constant in the given energy range is very well described by the proposed simple one-pole formula.  

Keywords: quantum chromodynamics (QCD), coupling constant of strong interaction, QCD perturbation theory, 

renormalization group equation of QCD. 
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