
ЯДЕРНА ФІЗИКА ТА ЕНЕРГЕТИКА / NUCL. PHYS. AT. ENERGY 20 (2019) 375-380                                      ISSN 1818-331X 
 

ЯДЕРНА ФІЗИКА 

NUCLEAR PHYSICS 
 

375 

УДК 539.17                                                                                                        https://doi.org/10.15407/jnpae2019.04.375 

О. В. Бабак*, В. П. Михайлюк 
 

Інститут ядерних досліджень НАН України, Київ, Україна 
 

*Відповідальний автор: avbabak@gmail.com 
 

РОЗЩЕПЛЕННЯ ДЕЙТРОНІВ ЯДРАМИ 40Са ПРИ ЕНЕРГІЇ 56 МеВ 
 

У рамках методу деформованих хвиль розвинуто підхід щодо розрахунків амплітуди розщеплення дейтро-
ноподібної частинки в полі важкого ядра-мішені при надбар’єрних енергіях. Запропонований підхід ґрунтуєть-
ся на наближеному розв’язку рівняння Шредінгера і може бути використаний при розрахунках амплітуд інших 
різноманітних ядерних реакцій. Розвинуто метод врахування ненульового радіуса взаємодії складових дейтро-
ноподібної частинки та проведено порівняння розрахованих перерізів реакції розщеплення дейтронів ядрами 
40Са з наявними експериментальними даними. Показано, що врахування внутрішньої структури дейтрона помі-
тно впливає на поведінку розрахованих характеристик реакції розщеплення дейтронів ядрами 40Са за  
надбар’єрних енергій.  

Ключовi слова: метод деформованих хвиль, реакція розщеплення, потенціал взаємодії, надбар’єрні енергії. 
 

1. Вступ 
 

Реакції взаємодії слабкозв’язаних частинок з 
важкими ядрами-мішенями широко досліджують-
ся в ядерній фізиці [1 - 3]. Однією з таких реакцій 
є реакція розщеплення дейтронів різноманітними 
атомними ядрами, для якої в даний час існує до-
статня кількість експериментальних даних щодо 
диференціальних перерізів у широкій області ене-
ргій та кутів вильоту продуктів реакції.  

Інтерпретація цих даних у рамках існуючих 

теоретичних підходів (метод деформованих хвиль 

[4 - 7], адіабатичний [8] та дифракційний підходи 

[9], метод зв’язаних каналів [10] та ін.) показала, 

що якість опису експериментальних даних суттє-

во залежить від кінематичних умов реакції, на-

приклад, енергії налітаючих частинок, кутів ре-

єстрації продуктів вильоту та ін. За підбар’єрних 

енергій, коли розщеплення дейтрона відбувається 

в кулонівському полі, а потім продукти розщеп-

лення взаємодіють з ядром-мішенню, перерізи 

реакції розщеплення добре описуються вищезга-

даними моделями, зокрема методом деформова-

них хвиль [7]. За надбар’єрних енергій, коли кути 

вильоту протона і нейтрона знаходяться по один 

бік пучка, узгодження значно погіршується, а при 

кутах вильоту, близьких до нуля, розраховані 

перерізи розвалу перевищують експериментальні 

дані приблизно у два рази [1]. 
У даній роботі в рамках методу деформованих 

хвиль виконано розрахунки перерізів реакції 
розщеплення дейтронів ядрами 40Са за енергії 
56 МеВ. При виконанні розрахунків ядро 40Са 
вважалось нескінченно важким, а реакція розще-
плення розглядалась як переважно пружна. 

Використаний теоретичний підхід ґрунтувався 

на наближеному розв’язку рівняння Шредінгера. 

При виконанні розрахунків використовувалось 

наближення нульового радіуса [6], а також підхід, 

в якому враховувалась внутрішня структура налі-

таючого дейтрона. У розділі 2 наведено викорис-

таний теоретичний підхід, а в розділі 3 представ-

лено отримані результати та їх обговорення. 
 

2. Теоретичний підхід 
 

Гамільтоніан взаємодії дейтрона з ядром-

мішенню має вигляд 
 

ˆ ˆ ( ) ( ) ( ),pt pt nt nt np npH K V V V   r r r           (1) 

 

де ( )nt ntV r  і ( )pt ptV r  – потенціали взаємодії ней-

трона і протона з ядром-мішенню; ( )np npV r  – по-

тенціал взаємодії між нейтроном і протоном; 

K̂  – оператор кінетичної енергії, який у набли-

женні нескінченно важкого ядра-мішені визнача-

ється абсолютними значеннями хвильових век-

торів 
pk  і nk  відповідних частинок. 

Використовуючи підхід, запропонований у 

роботах [4, 7], гамільтоніан (1) розкладемо на 

суму гамільтоніанів вхідного та вихідного кана-

лів  i fH H  з функціями власного стану  i f   

і збурюючого потенціалу  i fV V . 

У результаті маємо 
 

ˆ ( ) ( )i dt npH K V V  R r , 

 

( ) ( ) ( )i pt pt nt nt dtV V V V  r r R , 

 

     ( )

0i dt pn

   R r ,                  (2) 
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ˆ ( ) ( )f pt pt nt ntH K V V  r r , 

 

( ) ( )f pt pt nt ntV V V r r , 

 

       ( )

f pt p nt n

    r r ,              (3) 

 

де ( )dtV R  – оптичний потенціал взаємодії дейт-

рона з ядром-мішенню, ( ) 2,p n R r r  

,p n r r r   
dt


 , 

 
pt


  і  

nt


  – розбіжні (+) та збіж-

ні () деформовані хвильові функції, що опису-

ють рух дейтрона, протона і нейтрона в полі  

ядра-мішені, а  0 r   хвильова функція основ-

ного стану дейтрона. 

При виконанні подальших розрахунків опти-

чні потенціали jtV , , ,j p n d  обирались у формі 

Вудса - Саксона 
 

  ( , ; ) ( , ; )jt R R R V m mV r V f r a r iW f r a r     

 

4 ( , ; )m D m m Coulombi a W f r a r V
r


 


,         (4) 

 

де 
1 3

( , ; ) 1 exp m
m m

m

r r A
f r a r

a

  
   

  

. 

Отримані з порівняння експериментальних 

даних по пружному розсіянню дейтронів ядрами 
40Са [11 - 13] параметри оптичних потенціалів 

наведено в таблиці, в якій E – енергія налітаючої 

частинки. 
 

Параметри оптичного потенціалу 
 

Налітаюча 

частинка 
VR, МеВ rR, фм aR, фм WV, фм WD, фм rm, фм am, фм Літ. 

d, набір 1 75,47 1,20 0,769 2,452 9,775 1,32 0,783 [11] 

d, набір 2 94,19 1,16 0,810 8,08 9,43 1,27 0,631 [12] 

p 56,34  0,32E 1,17 0,75 2,7 + 0,22E 11,8  0,25E 1,32 0,51 [13] 

n 56,34  0,32E 1,17 0,75 1,6 + 0,22E 13,0  0,25E 1,26 0,58 [13] 
 

Амплітуда переходу для такого процесу до-
рівнює 

 

           
.pt p nt n np dT V r

  
   r r            (5) 

 

Сутність наближення викривлених хвиль по-

лягає в тому, що хвильова функція  
d


  може 

бути представлена у вигляді 
       0d dt r
 

   R  

[4, 6]. У такому підході, у нульовому порядку по 

збуренню iV , амплітуда переходу (5) дорівнює 
 

               0 .pt p nt n np dtT V r r
  

    r r R     (6) 

 

Видно, що поведінка амплітуди переходу (6) в 

основному визначається вибором явного виду 

потенціалу взаємодії між нейтроном і протоном 

( )np npV r , а також видом хвильової функції основ-

ного стану дейтрона  0 r . 

У даній роботі хвильова функція  0 r  та по-

тенціал ( )np npV r  обирались у Хюльтенівській 

формі 
 

 
2

( 2 )
2 1

r

np r

e
V r

M e




    


,             (7) 

 

5,39   , 10,22фм  .                (8) 
 

У наближенні нульового радіуса налітаючого 

дейтрона маємо 

     0 0npV r r r D   , 

 

    3/2

0 0 124МеВ фмnpD V r r d     r ,   (9) 

 

а амплітуда переходу (5) дорівнює 
 

           0 p n dT D
  

   R R R .          (10) 

 

Зазначимо, що розглядаючи поле ядра-мішені 

лише кулонівським, інтеграл (10) можна отрима-

ти в аналітичному вигляді [3]. При одночасному 

врахуванні ядерної та кулонівської взаємодії ам-

плітуду переходу (10) в аналітичному вигляді 

отримати доволі складно і тому при розрахунках 

необхідно використовувати наближені методи. 

У даній роботі для амплітуди переходу вико-

ристовувався підхід, в якому функції, що входять 

у підінтегральні вирази (10), розкладаються в ряд 

по сферичних гармоніках. У такому підході амплі-

туда переходу може бути представлена у вигляді 

 
2

0 4T D    
 

 
, , 0

, ,
0 0 0

l ld p n d p n p

d d p n

d p n

i i d p nl l l l l

l p n l l l

l l l

l l l
i e Y R


   



 
  

 
 k k

(11) 
 

де 
dl

  і 
pl

   кулонівські фази дейтрона і прото-

на;  ,n p

d

l l

l p nY k k   скалярна триполярна гармоніка 
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по сферичних функціях протона, нейтрона і дей-

трона [14]; 
d p nl l lR   інтеграл по радіальних хви-

льових функціях, які було отримано з викорис-

танням оптичного потенціалу (4) 
 

     

0

, , ,1
.d n p

d p n

l d l n l p

l l l

d p n

k R k R k R
R dR

k k k R

   
   

(12) 
 

Зважаючи на те, що підінтегральна функція 

пропорційна 1/R, інтеграл (12) має асимптотичну 

збіжність. 

Для обчислення даного інтегралу використо-

вувався алгоритм, представлений у роботі [15]. 

Функції l  розраховувались чисельно від нуля 

до границі дії ядерного потенціалу 0R , а радіа-

льні хвильові функції за межами ядерного поля 

мішені представлялись у вигляді 
 

   , ( , ) ( , ) ,
2j j j jl j l j j l l j j

i
k R H k R S H k R       

 

, , ,j n p d                           (13) 
 

де 
jlS   матричні елементи реакції пружного 

розсіяння; 
j   кулонівський параметр; 

( , )
jl jH k R    комбінації іррегулярних та регу-

лярних кулонівських функцій 
 

( , ) ( , ) ( , )
j j jl j j l j j l j jH k R G k R iF k R      ,      (14) 

 

що мають асимптотичну поведінку 
 
( ln2 2 )

( , )
j j j j l j

j

i k R k R l

l j jH k R e
       ,      (15) 

 

де arg ( 1 )
jl l i

j j
        кулонівська фаза. 

З кінематичних умов очевидно, що 

d p nk k k   ( dk   абсолютне значення хвильово-

го вектора дейтрона). Це дозволяє розбити підін-

тегральну функцію у формулі (11) на дві складові 

з множниками 
 d p ni k k k R

e
 

та 
 d p ni k k k R

e
  

 відповід-

но. Послуговуючись інтегральною теоремою 

Коші, інтегрування за межами радіуса ядерних 

сил проводилось по комплексному шляху 

0R R ix  ,  0,x  , що призводить до експо-

ненціальної збіжності розрахунків. 

Для збіжності суми по індексах dl , pl  і nl  

введемо чисто кулонівський радіальний інтеграл 

d p n

pC

l l lR . Тоді амплітуду переходу (11) можна пред-

ставити у вигляді 

 

    2

0

, , 0

4 ,
0 0 0

l ld p n d p n p

d d p n d p n

d p n

i i d p nl l l l l pC

pC l p n l l l l l l

l l l

l l l
T T D i e Y R R

 



 



 
   

 
 k k ,              (16) 

 

де 
pCT   амплітуда переходу з урахуванням лише кулонівської взаємодії [6]. 

 

3. Результати розрахунків та обговорення 
 

Представлений підхід дозволяє розрахувати 
диференціальний переріз [16] реакції розщеп-
лення дейтрона ядром 

 

 

3
2

5 8

1
,

2

d p n p n

n p p d

m m m k kd
T

d d dE k




  
     (17) 

 

де dm , pm  і nm   маса дейтрона, протона та ней-

трона, а амплітуда переходу при подальших роз-
рахунках визначалась формулою (16). 

На рис. 1 суцільною кривою представлено ре-
зультати розрахунків, виконаних у наближенні 
нульового радіуса дейтрона та з урахуванням 
лише кулонівської взаємодії. Пунктирна та 
штрих-пунктирна криві на даному рисунку роз-
раховані з урахуванням ядерної взаємодії. При 
виконанні таких розрахунків використовувались  
 

 
Ep, МеВ 

 

Рис. 1. Диференціальний переріз розщеплення дей-

тронів ядрами 40Са за енергії 56 МеВ. Експеримен-

тальні дані взято з робіт [1, 2].  
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оптичні потенціали з параметрами, наведеними в 

таблиці (пунктир – набір 1, штрих-пунктир – набір 

2 для d  40Ca розсіяння). З рисунка видно, що роз-

рахунки, виконані з урахуванням лише кулонівсь-

кої взаємодії дозволяють описати переріз реакції 

розщеплення в області енергій Ep  27 МеВ  

(Ep  En). В області енергій, де Ep  En, спостеріга-

ється суттєве завищення в поведінці розрахованих 

перерізів по відношенню до наявних експеримен-

тальних даних. Зазначимо, що наведені результати 

розрахунків узгоджуються з результатами, отрима-

ними в роботах [1, 8]. 

З рис. 1 також видно, що врахування при роз-

рахунках ядерного оптичного потенціалу приз-

водить до суттєвого завищення перерізів у порі-

внянні як з експериментальними даними, так і з 

розрахунками, виконаними лише з урахуванням 

кулонівської взаємодії. Такий значний вплив 

ядерної взаємодії на поведінку перерізів реакції 

розщеплення викликає подив і може бути 

пов’язаним в першу чергу з використаними в 

моделі оптичними потенціалами. 

Дійсно, у представленому підході було вико-

ристано оптичні потенціали з параметрами, 

отриманими з порівняння експериментальних 

даних по пружному розсіянню дейтронів ядрами 
40Са [11 - 13] на великі кути ( > 20), у той час 

як реакція розщеплення дейтрона за енергії 

56 МеВ проходить переважно з вильотом проду-

ктів реакції під малими кутами. За таких умов 

реакція розщеплення являється в основному пе-

риферійною і визначається переважно кулонів-

ською взаємодією. У той же час слід зазначити, 

що в області енергій менших за 56 МеВ, поведі-

нка перерізу пружного розсіяння дейтронів ук-

рай чутлива до параметрів ядерного оптичного 

потенціалу і використання інших модельних 

оптичних потенціалів дозволяє доволі добре 

описати [17] наявні експериментальні дані з 

пружного розсіяння. 

У даній роботі при розрахунках диференціа-

льних перерізів реакції розщеплення дейтронів 

ядрами 40Са використовувались модельні набли-

ження для оптичних потенціалів: модель згортки 

по функціях основного стану дейтрона у формі 

Хюльтена (МЗ) та модель точкового дейтрона, 

який складається з незв’язаної n-p пари (МНП). 

Оптичний потенціал в МЗ та МНП моделях 

визначається формулами [18] 
 

   0 0( ) ( ) ( ) ,d p nV r V V r   p nR r r         (18) 

 

( ) ( ) ( ).d p nV V V R R R                  (19) 

 

Результати розрахунків з використанням  

таких потенціалів представлено на рис. 2. 
 

 

 
Ep, МеВ 

 

Рис. 2. Диференціальний переріз розщеплення дей-

тронів ядрами 40Са за енергії 56 МеВ. Експеримента-

льні дані взято з робіт [1, 2]. Суцільна крива розрахо-

вана з використанням потенціалу у формі (18), штри-

хова крива – з потенціалом у формі (19). 
 

З рисунка видно, що використання в пред-

ставленому підході оптичного потенціалу (18) 

дозволяє дещо краще узгодити виконані розра-

хунки з наявними експериментальними даними в 

області енергій Ep  En, однак в області енергій 

Ep  En суттєвих змін у поведінці розрахованого 

перерізу не спостерігається. Аналогічно з рисун-

ка видно, що використання в представленому 

підході оптичного потенціалу у формі (19) також 

не дозволяє узгодити виконані розрахунки з ная-

вними експериментальними даними в області 

енергій, що розглядається. 

Наведені на рис. 1 та 2 результати свідчать 

про те, що без урахування внутрішньої структу-

ри налітаючого дейтрона описати наявні експе-

риментальні дані доволі складно. Для врахування 

внутрішньої структури налітаючого дейтрона 

(див., наприклад, [6]) може бути використано 

наближення  
 

                /2.i

p n p n e
         nr

p nr r R R
k      (20) 

 

У такому підході вважається, що розщеплення 

дейтрона в полі ядра-мішені в основному відбу-

вається за рахунок кулонівської взаємодії прото-

на з ядром, а нейтрон при цьому рухається віль-

но з відносним імпульсом kn/2. Тоді, підставляю-

чи формулу (20) у формулу (6), отримуємо 
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де 11,4фм .    

Результати таких розрахунків представлено на 
рис. 3. Суцільна та штрихова криві на даному 
рисунку розраховані з використанням оптичного 

потенціалу d  40Ca розсіяння з параметрами, 
наведеними в таблиці (суцільна крива – набір 1, 
штрих-пунктир – набір 2). 
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Рис. 3. Диференціальний переріз розщеплення дейтро-

нів ядрами 40Са за енергії 56 МеВ. Експериментальні 

дані взято з робіт [1, 2].  
 

З рисунка видно, що запропонований підхід 

дозволяє доволі добре описати наявні експери-

ментальні дані з розщеплення дейтронів ядрами 
40Са за енергії 56 МеВ. 

 

4. Висновки 
 

Метод деформованих хвиль застосовано для 

розрахунків амплітуди розщеплення дейтронів 

ядрами 40Са за енергії 56 МеВ. У запропонова-

ному підході виконано розрахунки з використан-

ням модельних наближень: модель точкового 

дейтрона, модель згортки по функціях основного 

стану дейтрона та модель, в якій емпірично вра-

ховувалася внутрішня структура налітаючого 

дейтрона. Проведено порівняння розрахованих 

перерізів реакції розщеплення дейтронів ядрами 
40Са з наявними експериментальними даними та 

показано, що врахування внутрішньої структури 

дейтрона помітно впливає на поведінку розрахо-

ваних характеристик реакції розщеплення за 

надбар’єрних енергій. 
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РАСЩЕПЛЕНИЕ ДЕЙТРОНОВ ЯДРАМИ 40Са ПРИ ЭНЕРГИИ 56 МэВ 
 

В рамках метода деформированных волн развит подход для расчета амплитуды расщепления дейтронопо-

добной частицы в поле тяжелого ядра-мишени при надбарьерных энергиях. Предложенный подход основан на 

приближенном решении уравнения Шредингера и может быть использован при расчетах амплитуд других раз-

личных ядерных реакций. Развит метод учета ненулевого радиуса взаимодействия составляющих дейтронопо-

добной частицы и проведено сравнение рассчитанных сечений реакции расщепления дейтронов ядрами 40Са с 

имеющимися экспериментальными данными. Показано, что учет внутренней структуры дейтрона заметно вли-

яет на поведение рассчитанных характеристик реакции расщепления в области надбарьерных энергий.  

Ключевые слова: метод искаженных волн, реакция расщепления, потенциал взаимодействия, надбарьерные 

энергии. 
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DEUTERON BREAK-UP BY 40Сa NUCLEI AT 56 MeV ENERGY 
 

In the framework of the distorted-wave approximation, an approach for calculating the amplitude of the deuteron-

like particle break-up in the field of a heavy target nucleus at over-barrier energies is developed. The proposed approach 

is based on the approximate solution of the Schrödinger equation and can be used in calculating the amplitudes for other 

nuclear reactions. A method for accounting the nonzero interaction radius of the deuteron-like particle components has 

been also developed and the comparison of the calculated and measured deuteron break-up cross sections by 40Ca nuclei 

is made. It was shown that taking into account the internal structure of the deuteron significantly affects the behavior of 

the calculated observables.  

Keywords: distorted-wave approximation, break-up reactions, interaction potential, over-barrier energies. 
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