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ІНКЛЮЗИВНІ РЕАКЦІЇ ЗРИВУ ТА ФРАГМЕНТАЦІЇ ЛЕГКИХ КЛАСТЕРНИХ ЯДЕР 

ПРИ ПРОМІЖНИХ ЕНЕРГІЯХ  
 

У рамках ейконального наближення та моделі подвійного фолдінгу запропоновано формалізм обчислення 

інклюзивних спектрів частинок із реакцій зриву та розвалу за участю легких кластерних ядер. Описано переріз 

реакції 12C(3He, d)13N при енергії падаючих частинок 81,4 МеВ та спектри протонів із реакції розвалу дейтронів 

з енергією 56 МеВ ядрами 12C та 27Al. Розраховані величини задовільно узгоджуються з відповідними експери-

ментальними даними.  

Ключові слова: інклюзивна реакція, ейкональне наближення, модель подвійного фолдінгу.  
 

1. Вступ 
 

В області проміжних енергій особливо вели-

кий внесок у повний переріз ядерних процесів 

дають прямі ядерні реакції – такі реакції, в яких 

падаюча частинка взаємодіє з ядром-мішенню 

протягом характерного ядерного часу без утво-

рення складеного ядра. Експериментально прямі 

ядерні реакції були відкриті у 50-х роках ХХ ст., 

першими з них були виявлені реакції дейтронно-

го зриву та підхоплення за участю легких ядер. У 

подальшому було відкрито реакції передачі де-

кількох нуклонів, вибивання нуклонів, дейтро-

нів, альфа-частинок тощо [1]. Прямі ядерні реак-

ції використовуються для вивчення спектрів  

ядерних рівнів, кластерної структури периферій-

ної зони ядер-мішеней, а також для одержання 

інформації про взаємодію нестабільних елемен-

тарних частинок та екзотичних нуклон-надлиш-

кових ядер з ядрами. Уперше на можливість  

одержання спектроскопічних ядерних даних за 

допомогою реакції дейтронного зриву було вка-

зано Батлером [2], який надалі запропонував тео-

рію реакції зриву для дейтронів проміжних енер-

гій [3, 4], що дало змогу розраховувати кутові 

розподіли продуктів такої реакції. Результати 

робіт Батлера, незважаючи на грубість введених 

початкових припущень, задовільно узгоджували-

ся з експериментальними даними. Згодом теорія 

Батлера була розвинута і уточнена [5 - 9], крім 

того, було запропоновано інші методи розрахун-

ків перерізів реакції дейтронного зриву. На тепе-

рішній час наближення DWBA (наближення  

Борна спотворених хвиль) є найбільш популяр-

ною моделлю, що застосовується експеримента-

торами при опису реакцій передачі нуклона. Ця 

модель, як зазначалося у [10], поступово витісня-

ється більш сучасними підходами, такими як 

CDCC (метод дискретних зв’язаних каналів у 

континуумі) [11, 12], ADWA (адіабатичне на-

ближення спотворених хвиль) [13], а також CRC 

(метод зв’язаних каналів реакцій) і CCBA (метод 

зв’язаних каналів у борнівському наближенні) 

[14, 15].  
Окремим випадком є інклюзивна реакція дей-

тронного зриву, теорія для якої була вперше за-
пропонована Сербером [16] для бездифузійних 
напівпрозорих ядер-мішеней. Надалі формалізм 
інклюзивної реакції (d, N) для проміжних енергій 
було розвинено в роботах Ахієзера і Ситенка [17 
- 21] на основі дифракційної ядерної моделі, а 
його різноманітні аспекти у подальшому дослі-
джувалися і покращувалися іншими авторами 
(див. [10, 22] і посилання там). Зауважимо, що 
загальні формули для перерізу та поляризації 
нуклонів [21] є дуже незручними для аналізу і 
безпосереднього чисельного розрахунку, тому 
для практичних цілей їх зазвичай модифікують, 
вводячи додаткові спрощені умови та обмежен-
ня. Матриця густини реакції [21] є п’ятикратним 
інтегралом лише формально, оскільки функції 
профілю (від яких вона залежить) у мікроскопіч-
ному підході визначаються також через багато-
кратні інтеграли, отже у цілому ми маємо справу 
з досить складною обчислювальною задачею. 
Проте, зазначений інтеграл може бути цілком 
перетворений до загального аналітичного виразу, 
якщо підінтегральні функції розкласти в ряд по 
гауссоїдальному базису  

 

( )2

1 1

( ) | exp
N N

j j j j
j j

x a a b x
= =

 =   = −  . 

 

Оскільки базис | j   є повним, то довільну 

квадратично інтегровану в деякій області функ-

цію можна розкласти в цій же області з довільним 
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ступенем точності. Відзначимо, що подібний 

підхід достатньо широко використовується у ва-

ріаційному підході при описі зв’язаних станів 

[23 - 25], для параметризації зарядових густин 

основного стану ядер [26, 27], а також у задачах 

розсіяння [28], дейтронного зриву [29 - 31] і роз-

валу легких іонів [32].  
 

2. Формалізм 
 

Усі нижченаведені розрахунки виконувались 

у системі центра мас та із застосуванням системи 

одиниць 1c= = . Спін частинок та кулонова 

взаємодія не враховувалися.  

Не обмежуючи загальності, розглянемо реак-

цію дейтронного зриву. Двічі диференціальний 

переріз реакції, одержаний у дифракційному на-

ближенні [21, 22], має вигляд  
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Тут 1k  – імпульс нейтрона (1-й кластер дей-

трона), що звільнюється внаслідок реакції; 2b  – 

параметр удару протона (2-й кластер); 1j jS = −  

( 1,2j = ) – спектроскопічний фактор; j  – клас-

тер-ядерні функції профілю; 0( )r  – хвильова 

функція дейтрона ( 1 2r r r= − ). 

Якщо під знаком інтеграла в (2) стоять га-

уссівські функції, то матрицю густини 1( )B k  

можна обчислити в явному вигляді [29 - 32]. Роз-

кладемо функції ( )j jb  і 0( )r  у гауссоїдаль-

ному базисі  
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де 2 /ij rmsR j = , rmsR  – середньоквадратичний 

радіус ядра-мішені.  

Результат аналітичного інтегрування у (2) з 

функціями (3) і (4) наведено у Додатку А.  

Щоб знайти кутовий розподіл нейтронів, що 

виникають у реакції дейтронного зриву, вираз (1) 

слід проінтегрувати за поздовжніми компонен-

тами вектора 1k . Нехай  1 1 1,( / ) zk k k k=  , де 1  

– поперечна компонента імпульсу нейтрона, k  – 

імпульс падаючого дейтрона. Значення 1  і 1zk  

зв’язані з енергією нейтрона 1T  та кутом його 

вильоту 1  у лабораторній системі відліку спів-

відношеннями [22]  
 

 1 1 1( / 2 ) tanzk k = +  , (5) 
 

 1 1/ ( / 2)zk m T T T= − , (6) 
 

де m  – маса нуклона; 1T  – початкова енергія дей-

трона. Виражаючи 1dk  у компонентах циліндрич-

ної системи координат, з урахуванням виразу (9) 

для перерізу реакції зриву одержимо [29 - 31]  
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1
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z z zk k B k dk



−
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Для перетворення перерізів (7) і кутів 1  у  

відповідні величини в системі центра мас викори-

стовувались кінематичні співвідношення з [33].  
 

3. Результати розрахунків та їх аналіз 
 

Формалізм попереднього розділу було успіш-

но застосовано для опису експериментальних 

перерізів реакцій дейтронного зриву з неполяри-

зованими [29] та поляризованими [30, 31] дей-

тронами. Функції профілю ( )j jb , що розклада-

лися у ряд (3), було спочатку обчислено в ейко-

нальному наближенні (Додаток Б) з викорис-

танням табульованих розподілів густин ядер-

мішеней із [26].  

Описаний вище підхід загалом придатний та-

кож для розрахунку перерізів інклюзивних реак-

цій зриву та розвалу інших легких кластерних 

ядер (6Li, 6He тощо). «Інклюзивність» цих реак-

цій означає [34, 35], що один з фрагментів пада-

ючої частинки видаляється з неї і бере участь у 

підпроцесі між ним і мішенню, який не спостері-

гається і може бути довільним – від непружного 

розсіяння до злиття з ядром (справді, вираз для 

матриці густини (2) містить всю інформацію про 

вхідний канал і лише частково про вихідний). 

Щоб описати, наприклад, інклюзивний пере-

різ реакції A(B, b1)A', де b1 – один з кластерів 

ядра B, треба модифікувати вираз для фази (Б.5). 

Експериментальний (чи модельний) розподіл 

нуклонної густини падаючого ядра розкладаєть-

ся в ряд по гауссоїдальному базису (Б.4), при 

цьому вважаємо, що відстань між кластерами 1 і 

2 дорівнює подвоєній відстані від центра мас (як 

і для дейтрона). Розподіли нуклонних густин  
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ядра-мішені A та кластерів b1, b2 візьмемо з таб-

лиць [26] і розкладемо в гауссоїдальному базисі, 

формула (Б.5) після цього набуває вигляду  
 

3 3

2
, 2 2 2

1 1 0
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K K
ni T j ni T j

n n W NN n
i j ni T j

a a
s N
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exp ,n

ni T j

s
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 − 
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де 1, 2n =  – номер кластера; (0)ni , nia  та T j , 

T ja  – коефіцієнти розкладу типу (Б.4) для клас-

терів ядра B та мішені відповідно.  

Двічі диференціальний переріз (1) з ураху-

ванням (5) і (6) матиме вигляд (у лабораторній 

системі відліку) 
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де 1A , 1E  і 1  – масове число, енергія та кут ви-

льоту 1-го кластера; iA  – масове число падаючо-

го ядра; ( )1 1, zB k  – величина (А.1). Диференці-

альний переріз реакції A(B, b1)A' є інтегралом 
 

 ( )
12

(2)
1 1 1

1 0

, ,

T
d

E dE
d

−


=  


  (10) 

 

де T  – енергія падаючого ядра; 12  – енергія 

зв’язку кластерів 1 і 2.  

На рис. 1 представлено розрахований переріз 

реакції зриву 12C(3He, d)13N при енергії ядер 3He 

81,4 МеВ (суцільна крива). При описі цього екс-

перименту не вдалося одержати узгодження за 

умови варіювання лише одного підгінного пара-

метра WN , значення якого не може перевищува-

ти одиницю. Тому величина WN  була зафіксова-

на ( )1 ,WN =  а сам переріз довелося нормувати зі 

сталою 0,08N = . Для порівняння на цьому ж 

рисунку наведено переріз з роботи [36], обчисле-

ний за DWBA-методом (використано оптичний 

потенціал з 7 параметрами). 

З рисунка можна бачити, що суцільна крива 

добре описує експеримент у діапазоні кутів ви-

льоту дейтрона (20°÷70°). В області кутів, менших 

за 20°, крива проходить нижче, оскільки тут пере-

важний внесок у переріз дає кулонова взаємодія. 
 

d/d1, мб/ср 

 
                                                                               1, град 
 

Рис. 1. Диференціальний переріз реакції 12C(3He, d)13N 

при енергії ядер 3He 81,4 МеВ. Пояснення типів кри-

вих – у тексті. Експериментальні дані з [36].  

 
d2/dpdEp, мб/(ср∙МеВ) 

 
                                                                                                     Ер, МеВ 

а б 

Рис. 2. Інклюзивні спектри протонів із реакції розвалу дейтронів з енергією 56 МеВ ядрами 12C (а) та 27Al (б). 

Кути вильоту протона: 9,5° (●), 13,5° (○), 20° ( ). Експериментальні дані з [37, 38]. 
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На рис. 2 наведено результати обчислень двічі 

диференціального перерізу (9) фрагментації дей-

тронів з енергіями 56 МеВ ядрами 12C та 27Al. У 

розрахунках використано розподіли нуклонних 

густин та значення величин rmsR  з [26], значення 

WN  становили для 12C – 0,14 (θ = 9,5°); 

0,11 (13,5°); 0,14 (20°); для 27Al – 0,13 (θ = 9,5°); 

0,11 (13,5°); 0,12 (20°). З рис. 2 можна бачити, що 

й у цьому випадку досягається непогане узго-

дження з експериментами, особливо для малих 

кутів вильоту протона.  
 

4. Висновки 
 

У рамках ейконального наближення та моделі 

подвійного фолдінгу узагальнено розвинутий у 

[29 - 31] підхід для опису спостережуваних вели-

чин у реакції дейтронного зриву. Показано, що 

формалізм, розвинутий у цих роботах для реакції 

(d, N), може бути застосований також до інклю-

зивних реакцій зриву та розвалу за участю лег-

ких кластерних ядер, що свідчить про єдиний 

механізм цих процесів. На нашу думку, викладе-

ний у даній роботі підхід може виявитися корис-

ним також при аналізі відповідних реакцій за 

участю нейтроннонадлишкових та екзотичних 

гіперядер, які останнім часом інтенсивно дослі-

джуються.  
 

Додаток А 
 

У цьому додатку представлено результат ана-

літичного інтегрування в (2) з функціями (3) і (4). 

Матриця густини (2) має вигляд 
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Величини в правих частинах формул (А.3), 

(А.4) визначаються таким чином: 
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Величина ( )2 / i jd d = + , функція ( )1, zt k  в 

(А.2) має вигляд  
 

 ( )
2

4 3 1
1, exp .

2

z
z

k
t k

 
 =   − 

 
 (А.11) 

 

Крім того,  
 

( )2 / ,i j i j j i j j =    +  

 ( 1, 2; , 1,i j N= = ). (А.12) 
 

Додаток Б 
 

Радіальні частини нуклон-ядерних функцій 

профілю розраховувались в ейкональному на-

ближенні  
 

 ( ) ( )( )1 exp ,i i i ib b = − −     1,2i = ; (Б.1) 

 

де i  – фаза розсіяння 
 

 ( )2 21
( )i i ib dz W b z

v



−

 = − + . (Б.2) 

 

Тут v  – швидкість налітаючого нуклона; 

( )W r  – уявна частина NN-потенціалу.  

У рамках моделі подвійного фолдінгу ейкона-
льна фаза може бути обчислена способом, опи-
саним у [39]. Нехай розподіл ядерної густини 

нуклона ( )i r  і амплітуда NN-взаємодії в пло-
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щині параметра удару ( )f b  визначаються га-

уссівськими функціями  
 

( )2 2( ) (0)exp / ,i i ir r a =  −
 

 

 ( ) ( )
1

2 2 2
0 0( ) exp / ,f b r b r

−

=  −  (Б.3) 

 

де ( )
3

(0) ,i ia
−

 =   2 2 2
0 2 / 3,i NNa r r= =  а 

2 20,65 фмNNr   – середньоквадратичний радіус 

NN-взаємодії. Якщо розподіл густини ядра-
мішені (табульований [26] або модельний) роз-
класти в ряд по гауссоїдальному базису 

 

( )2 2

1

( ) exp / ,
N

Т T j T j
j

r r a
=

 =  −  

 

 2 2
rms /T ja R j= , (Б.4) 

де rmsR  – середньоквадратичний радіус ядра-

мішені, то формулу для ейкональної фази з [39] 

можна узагальнити [29] 
 

( )
3 2

2 2 2 2
1 0 0

exp ,
2 2

N
T j T j i

i i W NN
j T j T j

a b
b N

a r a r=

 
 =   − 

 + + 
  

(Б.5) 
 

де WN  – нормувальний коефіцієнт для уявної 

частини потенціалу подвійного фолдінгу; NN  – 

ізотопічно усереднений переріз нуклон-нуклон-

ної взаємодії [40].  

Формула (Б.5) безпосередньо використовува-

лася у розрахунках функцій профілю (Б.1), які 

після цього розкладалися у гауссоїдальному  

базисі (3). 
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INCLUSIVE REACTIONS OF STRIPPING AND FRAGMENTATION INVOLVING 

LIGHT CLUSTER NUCLEI AT INTERMEDIATE ENERGIES 
 

In the framework of eiconal approximation and the double folding model, a formalism for calculating inclusive 

spectra of particles from stripping and fragmentation reactions involving light cluster nuclei is proposed. The cross-

section of the 12C(3He, d)13N reaction at an incident particle energy of 81.4 MeV and the proton spectra from the deu-

teron fragmentation reaction with 56 MeV energies by 12C and 27Al nuclei are described. The calculated values satisfac-

torily fit the corresponding experimental data. 
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