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СИСТЕМАТИКА ЕНЕРГІЙ ДИПОЛЬНИХ ПІГМІ РЕЗОНАНСІВ 

У СЕРЕДНІХ І ВАЖКИХ АТОМНИХ ЯДРАХ З НАДЛИШКОМ НЕЙТРОНІВ 
 

Розглянуто систематику енергій пігмі дипольного резонансу (ПДР) у середніх і важких ядрах з надлишком 

нейтронів. Для опису енергій ПДР застосована макроскопічна модель Ісакера - Нагараджан - Варнера з 

відносним зміщенням густин протонів кора і поверхневих нейтронів. Представлено модифіковані вирази для 

обчислення енергії з кількістю приповерхневих нейтронів пропорційною товщині нейтронної шкіри згідно з 

підходом Песіка - Равенхола. Результати порівнюються з мікроскопічними розрахунками для ланцюжків 

ізотопів нікелю, олова і свинцю. Продемонстровано, що обчислені енергії ПДР залежно від надлишку нейтронів 

мають таку ж поведінку, як і обчислені в мікроскопічних підходах експериментальні дані. Запропоновані 

спрощені вирази для енергії ПДР, як функцій товщини нейтронної шкіри, описують значення енергій ПДР, 

обчислених з використанням мікроскопічних моделей і їх можна розглядати як систематики мікроскопічних 

розрахунків енергій ПДР у середніх та важких нейтронно-надлишкових ядрах. 

Ключові слова: пігмі дипольний резонанс (ПДР), енергії ПДР, систематика енергій ПДР, товщина 

нейтронної шкіри, кількість нейтронів у поверхневому прошарку. 
 

1. Вступ 
 

Упродовж останніх років зростає інтерес до 
експериментальних і теоретичних досліджень 
колективних станів атомних ядер, зокрема, пігмі 
дипольного резонансу (ПДР), розташованому 
поблизу енергії відриву нейтрона [1 - 7]. 

Хоча його внесок в енергетичне зважене пра-
вило сум становить 1 - 2 %, він може суттєво 
впливати на перебіг різноманітних ядерних про-
цесів [8 - 14], зокрема на швидкість поглинання 
нейтронів у r-процесі, важливому для аналізу 
розповсюдженості елементів у Всесвіті, і враху-
вання ПДР суттєво покращує узгодження теоре-
тичних розрахунків з експериментальними зна-
ченнями розповсюдженості елементів у Всесвіті 
[10 - 12]. 

Існують різноманітні мікроскопічні та макро-
скопічні методи обчислення властивостей і фун-
кцій відгуку ПДР [5, 12, 15 - 31].  

Уперше аналітичний вираз для енергії ПДР, 

Ep, був отриманий у роботі [25] на основі гідро-

динамічної моделі атомного ядра типу Штейнве-

деля - Йенсена для двох рідин, в якій густина 

нуклонів у корі ядра та густина надлишку ней-

тронів одночасно змінюються одна відносно 

іншої (SIS-модель). Співвідношення та наближе-

ний вираз для енергії ПДР на основі моделі типу 

Гольдхабера - Теллера були отримані в роботі 

Ісакера - Нагараджан - Варнера [26]. У такому 

підході густини протонів кора і поверхневих 

нейтронів зміщуються у протилежних напрямках 

відносно центра мас. Розрахунки енергії ПДР за 

моделлю SIS як функції надлишку нейтронів 

суперечать результатам мікроскопічних обчис-

лень [15 - 16]. 

У даній роботі представлено модифіковані 

вирази макроскопічної моделі Ісакера - Нагара-

джан - Варнера [26] з кількістю приповерхневих 

нейтронів, пропорційною товщині нейтронної 

шкіри відповідно до роботи Пеcіка - Равенхола 

[32] (модель INW). Товщина нейтронної шкіри 

була апроксимована лінійною функцією пара-

метра надлишку нейтронів I = (N – Z)/A з коефі-

цієнтами, що залежали від масових чисел атом-

них ядер, і які були отримані з підгонки експе-

риментальних даних. Для ланцюжків ізотопів 

нікелю, олова і свинцю обчислено енергії ПДР. 

Показано, що, загалом, результати узгоджуються 

з мікроскопічними розрахунками. 
 

2. Порівняння енергій ПДР та їх систематика 
 

Різноманітні мікроскопічні методи обчислен-

ня енергій і функцій відгуку із збудженням ПДР, 

як правило, призводять до різних значень енергій 

ПДР Ep. Наприклад, для ізотопів олова значення 

Ep з робіт [15, 16, 18 - 22] представлено на рис. 1.  

З рис. 1 видно, що різниця в значеннях обчис-

лених енергій ПДР може досягати ~30 %, а при 

надлишку нейтронів більше, ніж ~10 % значення 

енергій починають доволі сильно зменшуватися. 

Для порівняння цих результатів з макроско-

пічними обчисленнями нами були виконані роз- 
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Рис. 1. Енергії ПДР для ізотопів олова A
50Sn  з N Z  

залежно від масового числа. Символи відповідають 

розрахункам з таких робіт: квадрат ( ) - [16], ромб ( ) 

- [18], коло із зірочкою ( ) - [19], шестикутник ( ) - 

[20], коло з хрестиком ( ) - [21], трикутник ( ) - [22]. 

Експериментальні дані, що позначені заштрихованим 

колом ( ), взято з роботи [33] і відповідають усеред-

неним значенням енергій з рис. 2. (Див. кольоровий 

рисунок на сайті журналу.) 
 

рахунки за підходом INW з надлишком нейтро-

нів згідно з виразом (A.17), який уперше був 

отриманий у роботі [32] (Додаток А). У резуль-

таті, відповідно до співвідношень (А.2), (А.3) і 

(А.17), вираз моделі INW для енергії ПДР можна 

представити у вигляді 
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У формулі (2) для параметрів були викорис-

тані такі значення: 0,57a =  фм, 0r  = 1,15 фм 

[34], 1,25mr =  фм, (А.21), 2 2/ / protonm m  

41,5  2МеВ фм . 

Подальші обчислення виконуються із значен-

ням сили ефективної протон-нейтронної взаємо-

дії 31828,23 МеВ фм ,np = −   яке дорівнює зна-

ченню сталої 0t  компоненти центральної взає-

модії сил Скірма MSk7 [35], що призводять до 

такого значення К, 
 

 57,3K = МеВ. (3) 
 

Відзначимо, що при використанні значення 

np = 3555,0 МеВ фм−   з [26] значення енергій 

ПДР будуть на ~55 % меншими.  

При mR a   для енергії ПДР маємо 
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Загальний вигляд співвідношення (5) збіга-

ється з формулою (10) з роботи [26]. 

Відзначимо, що на відміну від моделі SIS, 

(А.22), у підході INW енергія ПДР має скінченне 

значення і за відсутності нейтронної шкіри. Вне-

сок ПДР ( ps ) у проінтегрований переріз погли-

нання електричних дипольних гамма-квантів 

(тобто в енергетично зважене правило сум) є 

пропорційним кількості нейтронів у шкірі [25, 

26, 36, 37] 
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де TRK  є правилом сум Томаса - Райха - Куна: 

2 2
2 ( / ) /=TRK e mc NZ A  59,8 /NZ A  (мб∙МеВ). 

Оскільки кількість нейтронів біля поверхні 

пропорційна товщині нейтронної шкіри, то за 

відсутності шкіри внесок ПДР в енергетичне 

зважене правило буде нульовим, тобто в такій 

ситуації резонанс не збуджується.  

Значення характеристики товщини нейтрон-

ної шкіри y обчислювалося за співвідношенням 

5 / 3 ,npy r=   (А.10), з товщиною шкіри 

np S Sr I =  +   з параметрами (А.16с), що від-

повідають підгонці з мінімальним значенням 

середньоквадратичного відхилення 2.  

E
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Порівняння систематик енергій ПДР для лан-

цюжків ізотопів нікелю, олова і свинцю за моде-

лями INW та SIS з мікроскопічними розрахунка-

ми робіт [18] та [10] (для Sn) представлено на 

рис. 2. 

 

 
I = (N – Z)/A 

 

Рис. 2. Порівняння енергій ПДР резонансу в підходах INW та SIS для ізотопів нікелю, олова і свинцю з 

мікроскопічними розрахунками роботи [18] залежно від параметра нейтронно-протонної асиметрії I = (N – Z)/A. 

Позначення: розрахунки за моделлю INW – заштриховане коло ( ) - розрахунок за формулою (1); шестикутник 

( ) - розрахунок за формулою (4); квадрат ( ) - розрахунок за формулою (5); обчислення за моделлю SIS, (А.22) 

– перевернутий трикутник ( ); ромб ( ) - розрахунки за мікроскопічною моделлю [18], коло із зірочкою ( ) - 

розрахунки за мікроскопічною моделлю [19], коло ( ) - експериментальні дані з роботи [33], відповідають 

усередненим значенням енергій з рис. 2. (Див. кольоровий рисунок на сайті журналу.) 
 

Видно, що з врахуванням неоднозначності в 

мікроскопічних розрахунках (~30 %), залежно 

від надлишку нейтронів енергії ПДР в атомних 

ядрах з A > ~100 загалом мають приблизно таку 

ж поведінку, як і обчислені в мікроскопічному 

підході [18] і експериментальні дані. Запропоно-

вані спрощені вирази для енергії ПДР, як функ-

цій товщини нейтронної шкіри, описують зна-

чення енергій ПДР, обчислених з використанням 

мікроскопічних моделей, і їх можна розглядати, 

як систематики мікроскопічних розрахунків 

енергій ПДР в середніх та важких нейтронно-

надлишкових ядрах. 
 

3. Висновки 
 

У даній роботі застосована макроскопічна 

модель Ісакера - Нагараджан - Варнера [26] з 

кількістю приповерхневих нейтронів, пропорцій-

ною товщині нейтронної шкіри згідно з роботою 

Пеcіка - Равенхола [32] (модель INW). Товщина 

нейтронної шкіри була апроксимована лінійною 

функцією параметра надлишку нейтронів I = (N – 

Z)/A з коефіцієнтами, що залежали від масових 

чисел атомних ядер. Показано, що врахування 

залежності коефіцієнтів від масового числа змен-

шує середньоквадратичне відхилення розрахова-

них значень енергій від експериментальних 

даних, тобто покращує опис експериментальних 

даних. На прикладі енергій ПДР для ланцюжків 

ізотопів нікелю, олова і свинцю продемонстрова-

но, що розраховані енергії ПДР методом INW зі 

значенням сили ефективної протон-нейтронної 

взаємодії 31828,23МеВ фм ,np = −   що відпові-

дає значенню сталої 0t  компоненти центральної 

взаємодії сил Скірма MSk7 [35], загалом 

узгоджуються з мікроскопічними розрахунками з 

врахуванням невизначеності (~30 %) мікроско-

пічних значень. 

Співвідношення моделі INW з використаними 

параметрами обчислень, зокрема формулу (4), 

можна розглядати, як найпростішу систематику 

мікроскопічних розрахунків енергій ПДР в 

нейтронно-надлишкових атомних ядрах з 

A > ~100. 
 

Автори вдячні В. Ю. Денисову за важливі і 

конструктивні обговорення макроскопічних 

визначень та опису геометричних характеристик 

атомних ядер. 

В. Плюйко і О. Горбаченко також висловлю-

ють вдячність фонду НФДУ за часткову під-

тримку досліджень (грант НФДУ 2023.05/0024 
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«Вирішення сучасних проблем хімії, біомедици-

ни, фізики та матеріалознавства з використанням 

центру високопродуктивних обчислень і машин-

ного навчання»). 
 

ДОДАТОК A 
 

Вирази для енергії ПДР у макроскопічних 

моделях INW і SIS та параметри їх обчислень 
 

Вираз для квадрата енергії ПДР у підході Іса-

кера - Нагараджана - Варнера [26] (формула (9) 

та визначення частоти поверхневих коливань 

нейтронів відносно протонів кора) на основі 

моделі Гольдхабера - Теллера [38] можна пред-

ставити у вигляді 
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Тут | |np  є абсолютним значенням сили 

ефективної протон-нейтронної взаємодії; 

/ ,p s cmN A A =  (1/ (1/ )p m =  (1 / 1 / )s cN A+  - 

зведена маса нейтрон-протонної підсистеми, що 

коливається у ПДР; sN  - кількість нейтронів у 

поверхневому прошарку; c sA A N= −  масове 

число кора ядра; 0 / ,n N V =  0 /p Z V =  - цен-

тральні значення густин протонів і нейтронів у 

ядрі з об’ємом 3

0(4 / 3)V R=   із середнім радіу-

сом ядра 1/3

0 0R r A=  для густини розподілу 

нуклонів з різким краєм. У результаті маємо такі 

загальні вирази для енергій ПДР 
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(A.2) 

Функції ( , ),n pF R R  ( , )p pF R R  визначені 

формулою (6) у роботі [26], можна представити у 

вигляді 
 

21
( , ) csch

4 2
n p

y
F R R

a a

 
=  

 
 

 

 coth ( ) ,
2

n p

n p

c cy
c c

a a

−  
  − +  

  
 (A.3) 

а 

 
2 2 23 ( 6)

( , ) .
18

p

p p

R a
F R R

a

+  −
=  (A.4) 

Тут 3 2 2( ) / 3,i i ic R a R= +  ( , ) /i i i ic c R a c R  =   =  
2 2 2 / 3;iR a= +   а ,n pR R  - радіуси розподілів 

густин нейтронів та протонів у вигляді функцій 

Фермі (2pF розподіл) 
 

 

1

0,( ) 1 exp
j

j j

j

r R
r

a

−

  −
 =   +   

   

 (A.5) 

 

на половині густини; дифузності розподілів про-

тонів і нейтронів вважаються однаковими 

.n pa a a= =  Величина ( ) / 2m n pR R R= +  є серед-

нім радіусом 2pF розподілів нуклонів, а 

n py R R= −  - товщина нейтронної шкіри. Функції 

csch( )x  та coth( )x  у (A.3) є гіперболічним косе-

кансом і тангенсом. 

У середніх і важких атомних ядрах відношен-

ня / 1,ja R   тому для функції F можна вико-

ристовувати лептодермічний розклад. Для його 

знаходження виділимо сінгулярності в гіпербо-

лічних функціях csch( )x  і coth( )x  при аргументі, 

прямуючому до нуля. Формула для ( , ),n pF R R  

(А.3), приймає вигляд 
 

2

1

1
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72 4 2
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y y
F R R F H

a a a

 
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2

2

1
' ,

2 12

y y
H c

a y

  
+ +  

   
 (A.6) 

 

де ( , ),m mF F R R  ' ( , ),mc c R a=  а 
2

2 4

1 2

1 1
( ) csch ( ) ( ),

3 15

x
H x x O x

x
= − = − + +  

3
5

2 2

1
( ) coth( ) ( )

3 45

x x
H x x O x

x
= − − = − +  з 

/ (2 ).x y a=  У результаті в другому порядку по y 

маємо 
 

2

( , ) ,
6 24

m
p p

y R y
F R R F

a a


= − +  

 

 
2 2 2 23 ( 6)

.
18 6

m mR a R
F

a a

+  −
=   (A.7) 
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   
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Тому вираз (А.2) для енергії ПДР у другому 

порядку по y можна представити у вигляді 
 

1/21/2
2

6

0

| | 3

4

np

p

c

Z
E

m A r A

   
=   

   
 

 

 

1/2
2 2 2

2

3
1 .

6 30

m m

s m

R yN y R a

a N a R

   + 
 −  

  

 (A.9) 

 

В якості характеристики товщини нейтронної 

шкіри, як зазвичай це робиться, використовуємо 

не параметр y, а різницю коренів із середньо-

квадратичних радіусів нейтронів і протонів 

2

,rms j jR r=    або різницю еквівалентних 

коренів із середньоквадратичних радіусів (так 

званих еквівалентних радіусів) 
,

5

3
j rms jR R=  = 

= 25

3
jr   ( ), ,j p n=  тобто величини 

, , ,np rms n rms pr R R = −  
5

.
3

np n p npr R R r = − =   Для 

2pF розподілу в першому порядку лептодер-

мічного розкладу по параметру /j ja R  співвідно-

шення між радіусами ядра, які визначені різними 

способами, представлено в роботах [39 - 42]. У 

середніх і важких ядрах ( )p npR r   маємо такі 

вирази для товщини шкіри y та середнього 

радіуса mR  як функції відповідних середньо-

квадратичних геометричних характеристик  
 

2
2

,

5 7 5
1 ,

3 10 3
n p np np

rms p

a
y R R r r

R

  
 = −   +        

 

(A.10) 

 ,

5
.

2 3 2

n p np

m rms p

R R r
R R

+  
=   + 

 
 (A.11) 

 

Радіус розподілу протонів ,rms pR  обчислював-

ся згідно з роботами [43 - 45] 
 

 1/32 3
, 1 2/3 4/3

,rms p

r r
R r A

A A

 
= + +  
 

 (A.12) 

 

де значення параметрів, які були отримані з 

підгонки експериментальних даних, такі 

1 0,9071r =  фм, 2 1,105r =  фм, 3 0,548r = −  фм. 

Вони дуже близькі до тих, що були отримані на 

основі модифікованої краплинкової моделі [34] 

(у фм): 1 0,891,r =  2 1,394,r =  3 0,930.r = −  

Для параметра дифузності використовуємо 

значення 0,57pa a=   фм [40]; у такій ситуації 

товщина приповерхового прошарку, яка визначає 

зміну густини від 90 % до 10 %, дорівнює 

4,4 2,49pt a=  =  фм. 

Теоретичні дослідження за різноманітними 

підходами [46 - 52] та підгонка експерименталь-

них даних продемонстрували, що товщину шкіри 

біля кореня із середньоквадратичного радіуса в 

середніх і важких ядрах можна апроксимувати 

лінійною функцією параметра надлишку ней-

тронів I = (N – Z)/A 
 

 .npr I = +  (A.13) 

 

Значення параметрів , ,   отримані в різних 

дослідженнях, трохи відрізняються, але середні 

значення близькі [48 - 51]. У роботі [52] було 

показано, що лінійною функцією (A.15) можна 

краще описати експериментальні дані по товщи-

нах нейтронної шкіри (підігнати нею дані з мен-

шим значенням 2 ), якщо використовувати різні 

значення ,   для різних ланцюжків ізотопів. 

Залежності цих параметрів від масового числа 

також з’являються, якщо використати розрахун-

ки нейтронного і протонного радіусів, при 

мікроскопічних обчисленнях [53, 54]. Згідно з 

[53, 54] вони відповідно мають такий загальний 

вигляд 
 

1/3

1 2( / ),W A a a A= +      1/3

1 ,W b A  =    (А.14) 
 

1/3 2/3 1/3

1 2 3= (  +  ),S A a a A a A−+   
 

 1/3 2/3

1 2(  + ),S A b b A  =  (А.15) 
 

де коефіцієнти ,j ja b  та ,j ja b  вважаються ста-

лими. 

У даній роботі відповідні коефіцієнти знахо-

дилися з підгонки методом найменших квадратів 

експериментальних значень зі змішаної бази 

даних, що включала оцінені дані для парно-

парних ядер з роботи [52] та дані для інших ядер 

з робіт [46, 47]. Було отримано такі результати 
 

0,007 0,012,= −      0,845 0,078, =   
 

 2 1,847, =  (А.16a) 
 

1 20,039 0,006,   1,777 0,229,a a= −  =   
 

 1 0,294 0,025,b =      2 1,165, =  (А.16b) 
 

1 2= 0,218 0,073,     0,003 0,002,a a = −  
 

3 0,617 0,179,a =   



В. А. ПЛЮЙКО, О. М. ГОРБАЧЕНКО, Н. О. РОМАНОВСЬКИЙ 

110 ISSN 1818-331X   NUCLEAR PHYSICS AND ATOMIC ENERGY  2025  Vol. 26  No. 2 

1 2= 0,468 0,085,    0,009 0,005,b b = −   
 

 2 0,961. =  (А.16c) 

Тут 2  є середньоквадратичним відхиленням 

апроксимації експериментальних даних модел-

лю, 
 

int

2

, , exp

1int , ex

2

p

( ) ( )1
,

( )

poN

np k th np k

kpo par np k

r r

N N r=


  − 
  −  

=


  

 

де intpoN  - кількість експериментальних значень 

для товщини нейтронної шкіри, parN  - кількість 

параметрів, , exp( )np kr   - середньоквадратичні 

відхилення параметра. 

Відповідно до роботи [32], що пізніше було 

отримано і у [24, 55, 56] за відомої товщини ней-

тронної шкіри кількість у ній поверхневих ней-

тронів для середніх і важких атомних ядер мож-

на обчислити, користуючись співвідношенням 
 

 
,

0 0 0

3 153
,

o np nps
r rN y

N R R R

 
=    (A.17) 

 

де 
0, ,nR  

0,nR  - радіуси розподілів нейтронів і 

протонів з різким краєм; тут також враховані 

властивості розподілів у вигляді 2pF функції 

Фермі, згідно з якими [39 - 42], у лептодерміч-

ному наближенні 0R a  значення товщини 

нейтронної шкіри , 5 / 3s np npr r    збігається зі 

значенням товщини .n py R R= −  

Середнє стале значення параметра 
1/3/m mr R A=  знаходилося з підгонки радіуса mR  

згідно з (A.11), (А.12) і .np S Sr I =  +   При 

підгонці використовуємо метод найменших 

квадратів з мінімізацією значення 2 ,m  
 

( ),

22 ,
m jj j

j

m mw gr R = −      
1/3,j jg A=  

 

 
,

( ),
m j m jAR R=  (A.18) 

 

jw  - ваговий коефіцієнт j-того значення квадрату 

різниці радіусів. Мінімум 
2
m  реалізується при 

таких співвідношеннях для параметра mr : 
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m jj j
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j j
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 

 
 
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 (A.19) 

 

Тут 
mr

 і j  - середньоквадратичні відхилення 

параметра mr  і j-того значення середнього радіу-

са Rm. Відзначимо, що згідно з (А.20), при сталих 

вагах значення параметра mr  та його середньо-

квадратичне відхилення не залежать від їхньої 

величини. Обчислення виконувалися для масо-

вих чисел ядер Aj на лінії бета-стабільності із 

зарядами 20 93.jZ   Значення масових чисел 

знаходились відповідно до формули Гріна 

N Z− = 20,4 / ( 200)A A+  [57 - 59], а саме 
 

25 40 10000 100 / 3.j j j jA Z Z Z 
  

= + + + −  

(A.20) 

При підгонці вагові коефіцієнти вважалися 

сталими, а середньоквадратичні відхилення 

дорівнювали 
, .0,1j m jR=   Для середнього 

сталого параметра 1/3/m mr R A=  було отримано 

таке значення 
 

 1,25 0,02mr =  фм. (А.21) 
 

У моделі SIS вираз для енергії ПДР має 

вигляд [25] (в МеВ): 
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0

82,082 sym s
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a ZN N Z
E

A m r A A N

   
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1/21/2

1/3

2

4
79 ,s

c

ZN N Z
A

A A N

−  
=   
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 (A.22) 

 

де для параметрів були використані такі 

значення: 2 2/ / protonm m 41,5  
2МеВ фм , 

0 1,15r =  фм, 23syma =  МеВ. 
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SYSTEMATICS OF PYGMY DIPOLE RESONANCE ENERGIES 

IN MEDIUM AND HEAVY ATOMIC NUCLEI WITH NEUTRON EXCESS 
 

Systematics of the energies of the pygmy dipole resonances (PDR) in medium and heavy nuclei with neutron excess 

is considered. The macroscopic Isacker - Nagarajan - Warner model, incorporating a relative shift between the proton 

core density and the surface neutron density, is used to describe the PDR energies. Modified expressions for calculating 

energy with the number of near-surface neutrons proportional to the neutron skin thickness according to the Pethick - 

Ravenhall approach are presented. The results are compared with microscopic calculations for Nickel, Tin, and Lead 

isotope chains. It is demonstrated that the calculated PDR energies, depending on the neutron excess, exhibit the same 

behavior as those calculated in microscopic approaches and experimental data. Simple expressions for the PDR energy 

as a function of the neutron skin thickness are proposed to describe the values of PDR energies calculated using 

microscopic models and can be considered as systematics of microscopic calculations of PDR energies in medium and 

heavy neutron-rich nuclei. 

Keywords: pygmy dipole resonance (PDR), energies of the PDR, energy systematics, neutron skin thickness, 

number of near-surface neutrons. 
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