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Abstract. A version of the process control contact membrane distillation, which 

mathematic model is nonlinear with respect to the temperature of the solution at the 
outlet of the membrane module, which is connected to the diffusion of vapor through 
the pores of the membrane. 

Keywords: contact membrane distillations, membrane module, the mathematical 
modelling. 

 
������������ 
�
����
���
 ������
�
��� �������� �
 ��!��
���� ����
����

 ��
�� 

����"�����
 �������� �"������
���� 
 #�
���$ ������� #
��!��� 
�� 

������
����� ������ 
����%� %�����
"��

. &�
�"���� �
��$��� ������, '� 

�����
� #
�"������� �"������
��� 
�����
�� 
����%� ��"���
�'
, - 
���
��
 ���������
 �"�����
. (�"�)���� ���� #
�
�� ���!��� ����"
��
 
�������%��, 
 
 ��"����� 
��
��� �"���� ����
����� ����"
���� ���������� 
(���). � ��"�
����� # �
"�����"
����� �"����
�� (#
�"����$ �����, 
����"
- � ���"�/����"
���) ����"
��
 ���������� �
� ��"�

%�, '� ����%
��� 
� ��!��
���� �������"�

��� "�#����
 �������� �"%
������ �
 ���"%
������ 
"���
�� �� �������"
��$, �
���!���� �� ��!� �� "�#��������. 

��� �"����� ��� �
"
���"�� ������$�� �/���� �"� �
��- � ����� 
��"�����. 0���
 ��
�� ��
�"��� ����"
�� 
����

����� 
�
������ 
�������"
��$��� ����"�#
���, �
 %
"���$ ���"��� ����"
�� #����)������ 
�������"
��� ����. 2
��! #

���� ��"��
������� "�#���� 
����

����� 
�"���
��#
��� ����$ �
 ��
�"���  ����"
��, '� 
���

�  �
 ��"�����$ ���" 
#
�"������ � �
 ���/������ �������"��
��. 4"� ����� �
"
���"� ��/�#��  
�����"
��"
 "�#���� ������$�� 
���

� �
 ����� �
"� ��"�# ����"
��. 

������!���� �"����� ��� ���
#
��, '� ��
�#�
������� �
"
���"�
, 
�
��� �� ��"�

�����, �/����
��$ "
���� ��" #�
��� 
���

��� �
 ������ 
�"�����. (�"���
! �
�� ������
�
��� ����"
���%� ������ (��), #��������� 
�"������
 #�
������ ����"
��, ��
 ��
’�#
�
 # ��
�"����� #
�"������, '� 
��
�"������ # ���� "�#����. 7� �
������ 
����

����� #����)���� ��"�����%� 
���"�, ��)���!���� �������
��%� �"�)
"��, #����� %��"�/����-
%��"�/�����%� �
�
���. 2��� 
���
����� � ��"��
��� "�)���, ��� ���� � 
�/����
���� 
 ���

� ��
�#�
�������. ��!��
���� ������ ������ �
��� 
�
"
���"����� �"����� ����!��
. 


������!�� "�#�$� 
&�

��
�� #
�
�
 "�#"���� ������$��� ������ �
 ������� ��"�

��� 

�"������ ���, '� ���� � �/����
���� 
 ���

� ��
�#�
�������. ( ������ 
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"�%����

��%� �
"
���"
 ���� ��"
�� ��"��
� �����"
��" "�#���� � 
���������. 

�%&�'(��) "�#�$� 
��� ����$ ��"�

��� "�#"�����
 �
���
����
 ������ �"����� ��� [1, 

2] # #���"��!����� �
"
���"
��, '� 
"
��
�� ��"���� ����
 �"�#� ������"�� 
��"����"� ����"
�� �
 # ������� �
"� "�#������
 �
 ��#
���� 
"
��

�� 
��
�#�
������� �
"
���"����%� ����. 

( #
’�#�� # ���, '� #���
 �����"
��"� "�#���� �� ��
!��� �
�
�� 
����"
���%� ������ ���
�
� �������
 %"
����
, ��� ��"�

��� ����"
���$ 
������ (��) "�#%���
����� �� ��’��� # #���"��!����� �
"
���"
��, ���$ 
���
�
����� # �����
�� �������$: �
�
� "�#���� �
 �
�
� ��������� ("��. 1).  

 
���. 1. ����"
���$ ������ 

 
4"� ��
�"���� �
���
������ ������ �"�$���� �
������ �"���'����: 

1) ����"
�
 ���
���
, ����� %��"�/���
 # ���
��
�� "
������ ��" �
 
����)���!���� �������
��� �"�)
"���; 

2) �� 
"
��

�� 
���
 �����"
��"��� �
 �������"
��$��� ����"�#
���; 
3) ��
"
��

�
 #���
 �����"
��"� �
 �������"
��� 
#��
! �
�
��
 ��; 
4) ������� ����"
�� �� "�#%���
�
��, 
"
��
���� �� ��
'��� � 

��"�
����� # 
������ �
�
��
 "�#���� �
 ���������. 
(�����$ "�#��� ���
���
�� �������"
��� ���



�� 
 �
�
� "�#���� �"� 

�����"
��"� 60 – 80 �&. ( ��)��� �
�
�� "��

�� �������$ (15 – 18 �&) 
�������� # �����%� "�#������
  (
���). 0

���� "�#"��!����, '� 
��
�"�

�
�� ���� �������
 ��" ����"
�� � "�#���� �
"��
����� �����
, # ���� 
%
"���%� "�#���� 
��
"�
�

�
�� �
"
, ��
 ��/����

�
 ��"�# )
" ��
��"� 
 
��"
� � ��������

�
�� # ���� �������%� "�#����. 

�
���
�����$ ���� �� ���
�
����� �
 ����
� �
��"�
����� � 
���"%������� ������
 �"�����. 0
���

)� ��� 
��� �������$ 
����
���� 
"�
�����, ��"��
�� �
���
�����$ ���� ���
���� ��’���� � 
�%���� ������� 
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"�
����: 
� � � �
� � � �

� � � �
� � � �

� � � �

, (1)

, (2)

, (3

P PH PH PH PK PK PK ��

�� � � PK PK PK
P PH PK

M PK

� �� �� �� �� �� �� ��

�� � � �K �K �K
� �H �K

M PK

�� � � PK
P PH PH PK

M PK

PK
P PH

u S c c kF

MD p p F r c dV c
R dt

u S 	 c kF

MD p p F r c d
V c

R dt
MD p p Fb

u S b b
R

dbV
dt

�

�
�

�

�

�
�

�
�

�
�

�

� � � � � �� �

� � � �
� 	

�

� � � 
 � �� 


� � � �

 	

�

�
� 
 	

�

	

1 2

3 1 2

)

, ,
, ,

PK PK �K ��

PK

y d y d
y b y y y
	� 
 	� 


	 	 �

 

�� d��(t), d��(t) – 
������ #��"���� #
 �
�
��� "�#���� �
 ��������� 

����
����; y1(t),  y2(t)  – 
���"�

��� �����"
��"� "�#���� �
 ��������� 

����
����; y3(t) – 
�����
 �������"
��� "�#����; y(t) – �
"
���" ��"�

���; 
G�� = u�S
�� – 
��"
�
 "�#���� ���� �
 
���� 
 ��, ��/	; G�� = u�S
�� – 

��"
�
 "�#���� ���� �
 
����� # ��, ��/	; S = dh – ����"���
 ���'
 �
�
�� 
"�#����, �2; d – )�"��
 �
�
��, �; h – 
����
 �
�
��, �; V� = Fh – ��’�� 
�
�
�� "�#����, �3; F – ���'
 ����"
��, �2; u� – )
������� ���
�� "�#���� 
�/	; 
��, 
�� – %�����
 "�#���� �
 
���� � �
 
����� ��, ��/�3; c��, c�� – 
������������ "�#���� �
 
���� � �
 
����� # ��, �
/(��·�); ��� – 
�����"
��"
 "�#���� ���� �
 
���� 
 ��, �; ���, ��� – �����"
��"
 "�#���� � 
��������� �
 
����� # ��, �; k + Ck – ���/������ �������"��
�� 
�� "�#���� 
�� ���������, ��/(�2·�); � = + CD – ���/������ ��"�

����� ����"
��; J� – 
������$ �
��
�$ ����� �
"�, ��/(�2·	); r – �����
 ������
 �
"���
�"����, 
�
/��; G�� = u�S
�� – 
��"
�
 ��������� �
 
���� 
 ��, ��/	; G�� = u�S
�� – 

��"
�
 ��������� �
 
����� # ��, ��/	; V� = Fh – ��’�� �
�
�� ���������, 
�3; u� – )
������� ���
�� ��������� �/	; 
��, 
�� – %�����
 ��������� �
 
���� 
� 
����� # ��, ��/�3; c��, c�� – ������������ ��������� �
 
���� � �
 
����� # 
��, �
/(��·�); ��� – �����"
��"
 ��������� �
 
���� 
 ��, �; G�� = u�S
�� 
– 
��"
�
 ��������� �
 
���� 
 ��, ��/	; G�� = u�S
�� – 
��"
�
 ��������� �
 

����� # ��, ��/	; V� = Fh – ��’�� �
�
�� ���������, �3; u� – )
������� 
���
�� ��������� �/	; 
��, 
�� – %�����
 ��������� �
 
���� � 
����� # ��, 
��/�3; c��, c�� – ������������ ��������� �
 
���� � �
 
����� # ��, �!/(�%·�); 
E�F – �����"
��"
 ��������� �
 
���� 
 ��, �; Ck, C� – 
������� #��"���� 
(��
�#�
������� �
"
���"�
) ���/�������
 ������. 

0
���
�
 �
���
����
 ������ �"����� ��� (1 – 3) � ������$�
 �� 

����)���� �� �����"
��"� "�#���� �
 
����� # ������, ��
 
������ �
��! � 
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#�
������ 
 ���
��
� "�
����, '� 
"
��
�� ����� �
"� ��"�# ����"
��. 
G�"��
��� ���/�������
 ��� "�
����: �����
�%� �
�
��� ���
���� 

�
�
�� "�#���� ��  (1), �
�
�� ��������� (2), �� 
"
��

�� �����, '� 
��"��
����� ��"�# ��"�

�� ��"����"� ����"
��, 
 �
��! #

���� �������
��� 
�
"� �
 �������$ ��
�"��� ����"
�� �
 "�
����� �
��"�
����%� �
�
��� �� 
"�#������$ ���� (3). 

F�
�#�
������� �
"
���"�
 �����
� 
��

� �
 �������"��
�� 
 ��, '� 

����

����� )����� ���
�����, ���� ���"������$ ���/������ �������"��
��, 

�#�
�

�� 
�"
#��  

1 2

1
1 1M

i
M

k
r�

� � �

	

 
 



,     (4) 

�� �1, �2 – 
����
���� ���/������� �����
���
�� 
�� "�#���� �� ����"
�� � 
�� 
����"
�� �� ��������� ��/(�2·�); �M, �M – ��
'��
 ����"
��, � �
 �� 
���/������ ������"�
������� ��/(�·�); Hri – ���
"��$ ��"�����$ ���" 
#
�"������ (�2·�)/��. 

���"������$ ���/������ �����
���
�� 
�� "�#���� �� ����"
�� [4] 
#�
����
��: 
��� ��"��������� ����� "�#���� 

0,25 0,81 0,23Pr ReNu
d
� �

�	 	 ,   (5) 

��� �
���
"��� ����� "�#���� 
1/3

1 1,62 RePr lNu
d d
� � � �	 	 � �

� �
,   (6) 

�� Pr / ; 2 /( ); 1 2 /pc d ld d l d l� � �	 	 
 	 
 . 
�M = D·��� + (1 + �)��� ,      (7) 

�� ���, ��� – 
����
���� ���/������� ������"�
������� �
"���
��"���� ����)� 
� ������"��� ����"
�� ��/(�·�). 

(��
"�

���$ "�#������ ��"��������� 
 ��"
� ����"
��, 
������������� �
 �������$ ��
�"��� ����"
��. ��� ���������� ������%� 
�
��
�%� ������ �
"� 
���"���
�� ���

����)���� ��� 
��
��� 
��������"��� ��/�#�� 

� �
� �

2 2

1 1

ln �
�� a

�
p

M PK

p p
MD p

p p
J

R�

� �� �
� �� �� �	
�

; 
� �
� �

� �2 2

1 1

exp� K� � �

� �� a

p p D p p
p p D p
� � � �

	
� �

,  


�� 
� �K� � �

p
M PK

MD p p
J

R�
�

	
�

,    (8) 

�� /�� ��D D� �	  – �/����
��$ ���/������ 
#
����� ��/�#�� �
"� � ��
��"�, 
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�2/	; D�� – ���/������ 
#
����� ��/�#�� �
"� � ��
��"�, �2/	; D�� – ���/������ 
��������
����� ��/�#��, �2/	; � – ���/������ #
�
������� ����"
��; p%, p� – 
���� �
"���
��"���� ����)� �
 �����$ � �������$ ��
�"���� ����"
��, ��; p1, 
p2 – �
"��
����$ ���� �
"� "�#������
 �
 �����$ � �������$ ��
�"���� 
����"
��, ��; pa – 
����/�"��$ ����, ��; �1, �2 – �����"
��"
 �
 ��
�"���� 
����"
�� 
 �
�
�
� "�#���� � ���������, �. 

0
���
�
 �
���
����
 ������ �"����� ��� (17) � ������$��� �� 

����)���� �� �����"
��"� "�#���� �
 
����� # ������, ��
 
������ �
��! � 
#�
������ 
 ���
��
� "�
����, '� 
"
��
�� ����� �
"� ��"�# ����"
��. 

��� ������$��� ������ (1), �����#�

��$ ������$��$ "�%�����" [3, 4] # 
�
!
��� ���%�� �"�����
��� �
 ��"�������� �"����
��. 4"� �����#� 
�������

�
�� 
������
 ������� �� ����$����� ������ (1) �� �����
���
 

������
 N�� , �
�
, '� 

 
� � � � � � � �y t u t�

� �� � �	 � 
 � ,   (9) 
 

�� J L d(.)/dt – ���"
��" M�
��
$�
, 
 /������ � � 0,�� � �  � . 2��� 

� � � � � �

� � � �� �1

����

PH PH PH PK PK
P PH PK

d td t
y t

dt dt

G c t c t
V c

�

�

��
	 � 	

�	 � � � ��

 

� � � �� � � � � �� �
� �

� �

� � � �� � � � � �� �
� �

1

.

�� � � PK PK
PK ��

M PK

�� �� ��
� �H �K

�� � � �K �K
�� ��

M PK

MD p p F r c t
kF t t

R t

G c t
V c

MD p p F r c t
kF t t

R t

�
�

�

�

�

�� � �
� � �� � ��

� ��

�� � � 
�

�� � �

 � �� 
 �

� ��

   (10) 

0 
�"
#� (10) 
����, '� 
������
 ������� ������$����� ��"�
��� 1. 
��� ������ (1) – (3) '� �
� 
������� ������� ������$����� �, �� i-�
 

������
 y(t), i = 0, 1, 2, …, � �
� 
�%��� 
� � � � � � � �i

i iy t u t� � �	 � 
 � ,    (11) 
��"��
��, '� �i(�) L 0, i = 1, 2, … , � – 1. �
�� "�#%������ ������� 
�� 

���"
��"
 � �
1

i
i

i
p p

�

� �
	

	
 ; ���� 

� � � � � � � � � �p y t b a u t� 	 � 
 � ,    (12) 
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��  

� � � � � � � �� �

� � � �� �
� �

� � � � � �� �

� � � �� �
� �

1 [

]

1 [

];

PH PK PK PK ��
P PH PK

�� � � PK PK

M PK

�� �� �� �� ��
� �H �K

�� � � �K �K

M PK

b G c t kF t t
V c

MD p p F r c t
R t

G c t kF t t
V c

MD p p F r c t
R t

�

�
�

�

�

�

� 	� � 
 � �� 


� � �

 


�


 � � � �� �

� � �
�

�

  

� � PH PH

P PH PK

G ca
V c�

� 	 . 

0 
�"
#� (12) 
����, ��'� � � 0,a � �  � , �� ������
 p(
)y(t) 
������� �(t) 
#
���� ��"��
��� ��"�

��� 

� � � � � � � �1u t a t b!�	 � � �� �� � .    (13) 
&��$����� ������� ��"�

��� 
�#�
�
�
�� #
 	�"��. 

&�"����"�
 ����
 ������� ��"�

���, ��
 �
#������ �
 �"������ 

���"�)���� ������ �

����
 �
 "��. 2.  

 
���. 2. &�"����"�
 ����
 ������� ��"�

��� 

 
F
 "��. 2 Q o  – �#�
�
� �
���!��� ��
�"��� ������ �
 /�"�����$ 

/����", �
� '� � � � �� �,Q OQ o f F t G u t!	  � 
�
���� �
 #
��
������ 
���%
�, 

'� 
���

����� �� ������� ��"�

���; FQ(t) – /�"�����$ /����"; GO(t) – 
������ ��’���� ��"�

���; d(t) = d��(t) – d��(t) – )�� 
���"�

��� ��"��
�� 
�����"
��"; d��(t), d��(t) – )��� 
���"�

��� �����"
��"� "�#���� �
 
���������; r(t)  – #
�
�� #�
����� ��"��
�� �����"
��" "�#���� �
 ��������� 
(���(t)  – ���(t)). 

r(t) oQ  

������ 

d(t) 

– �(t) u(t) 

y(t) 

�� 

– 

��%�����"
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��"�

��� �"������ 
������� #
 ������%�� (13), ����, ���� ��!��
� 
����"���

�� �����
����$ ��"��
� �����"
��" "�#���� �
 ��������� �
 

����� �� "��. 1. 4�"�)���� �����
����%� ��"��
�� �����"
��" �
������ 
�"� ����%����� 
�"����� %"
���� �
"
���"�
 ��
�#�
�������$, '� �����
���� 
#
�"�������� ����"
��, ����� ���
�'����� ���"������%� ���/������� 
�������"��
�� �
 #���)����� ���/������� ��"�

����� ����"
��. 4"� 
��"�)���� �����
����%� ��"��
�� �����"
��" �
 
����� �� ���
��
�� 
��������� #������� �
 ������� ����"
�� 
�� �
 �� #
����. 

 
�%���!�% 
F�����$�
 ������
 ��"�

��� ("��. 2) ���
#�� ����%
�� "�#����
�� # 

�"
��

���� ������ 
������ �
"
���"����� ��
�#�
������� � ��"�
����� # 
����$���� #
���
�� ��"�

��� [5, 6]. G�"��
��$ "�%�����" (13) ��!� 
#
�����
�

���� ��� ��"�

��� �"������ ��� 
 ��!
� �"��������� 
��
�#�
������� �
"
���"�
. ��%����

��� �
"
���"�� ��"
�� ��"��
� 
�����"
��" "�#���� �
 ��������� �
 
����� # ��. 
  
1. ����� �.�. �
���
����
 ������ "�#������� ������"����� "����� ������. / �.�. 
�����, 	.�. 	
���

, // N
���
���
. N
���
��#
���. O����"������������ ��������Q � 
������Q S1(23) – 2009 �. 49 – 54. 
2. �����!� �.�. �
���
����� ������

��� �"����� ����
����� ����"
���� 
����������. / 	.�. 	
���

, �.�. ����� // M�����
 ��!���"��, �����%�� �
 
"���"��#��"�!���� S2(6) – 2010 �. 119 – 122. 
3. "��!#$ ".�. 4"�����"�

��� ������ ��"

�����. / T.�. T��
��, &.U. T"���, �.O. 
&
��%
��. – �.: VWFG�. 	
��"
��"�� #�
��$, 2004. – 911 �., ��. 
4. �%&' �. &�
"�����Q� ������Q ��"

�����. / �. ��"/, �. V�)��. 4�". � 
�%�. V.W. 
���Q��

. – �.: 	
��"
��"�� V
#�
Q� 0�
��$, 2002. – 832 �.: ��. 
5. �����!� �.�. ���
���
 ������
 ��"�

��� �"������ ����
����� ����"
���� 
����������. / 	
���

 	.�., ����� �.�. //  (����� �
����
����%� ��������%� 
���
�"������ ��"
��� «���
����$ ������������$ ��������». M�����
 ��!���"��, 
�����%�� �
 "���"��#��"�!����. – 2011.  S 2 (8). – �. 128 – 133 
6. �����!� �.�. G����
���� ��"�

��� �"������ ����
����� ����"
���� ����������. / 
	.�. 	
���

, �.�. ����� // N
���
���
. N
���
��#
���. O����"������������ 
��������Q � ������Q. – 2009. – S2(24). – �. 152 – 156. 
7. (�&%)%! �.�. �
���
�������� ������"�

��� �"�����
 ����
����$ ����"
���$ 
����������� 
 �"������� ������ // 2GM2. –1994. – �. 28, S4. – �.375 – 380. 
8. �#�**! �. ,.  G���
Q �������"��
��. / �����
 �. N., �����

 W. // �. – �. 
O��"%��, 1973. 
 

�%	��-#/� 18.02.2013&. 
 


