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Abstract. The implicit computing circuit of Cauchy problem solving for 
ordinary differential equation on the basis of the shifted differential transformations 
with using the power functions is offered. The developed circuit possesses the 
optimum order of accuracy and it is A-stable, which allows applying it for the solving 
of strict differential equations. 
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��7	�	
8Z���
�; �Z�
�
� ���;�� �������� �Z�"��Z�
�Q 
	��
�Q 
������@����
�Q �;	�� Z
�	'����

� [1, 2, 3]. 
�A����� ���Z�
��� 
����’���

� A������Q �����Z ���Z Y ���������

� �"	��8Z�
�'� �	���� 
��7	�	
8Z���
�'� "	�	����	

� [4]. 

����

� �������� 
	��
�; ������@����
�; �;	� 
� ��
��Z 
��7	�	
8Z���
�-�	����Z�����; "	�	����	
� (���Z �-�;	��) ���'��
��Z � [4, 5, 
6, 7, 8]. $ ������; [7, 8] "�����
�, *� ��	�	

� �"�������8Z�
�; "�"����� 
(��� �;	�� [6]) ��� "���	�	

� ���Y�
�'� ���;���

� ��
��
�'� Z ��Z*	
�'� 
�-�"	���Z� (��� �;	� [4, 8]) "�������� �� ��Z���	

� ���
���Z �� �
��
�'� 
������	

� ������Z ��Z�����Z ����; �;	�. ��� 8���� 
�����*Z 
;�����	�������: �Z ��Z�����Z – +-��Z��Z��� – � 
	��
�Q (��Z*	
�Q) �-�;	�� [8], 
� � ���
���Z – � 
	��
�Q (�"�������8Z�
�Q) �-�;	�� [6]. 

�&%��#&'�� (�)�*$ 
������� ���
���Z 
	��
�Q (��Z*	
�Q) �-�;	�� ���Z�
@Y 
��	�� ������Q 

���;���
�Q � 
Z� �-�����	�� – ��*� ��
� "��
�, ��� 
� ���
�8@ �Z����� 

��	�� ������Q ���;���
�Q � 
Z� �-�����	�� – ��*� ��
� 
	"��
� [8]. ��� 
8���� "������ ���
���Z ����Q �;	�� � ��� ���� �	
��� �� ��'���
� �Z���Z��� 
���;���
�; � 
Z� (� ��
��
��� �� ��Z*	
��� �-�"	����;) �-�����	�. 

�A����� ���;�� "Z���*	

� "������ ���
���Z "�� ��	�	A	

Z 
;�����	������ �Z ��Z�����Z 
	��
�Q (��Z*	
�Q) �-�;	�� Y ���;���

� � 
Z� 
���������; (�"�������8Z�
�;) ����. 

��;����� � ������	
�'� ��*	, ��
�) �
�

* Y �������� +-��Z���Q � 
�"������
�� (
	"����*�����
��) "������� ���
���Z 
	��
�Q ������@����
�Q 
�;	�� ����’���

� �����Z ���Z ��� ������
�'� ��7	�	
8Z���
�'� �Z�
�

� 
� 
��
��Z ��Z*	
�; ��7	�	
8Z���
�; "	�	����	
�. 

�+,$/0##1 (�)�*$ 
N����� ���Z ��� ������
�'� ��7	�	
8Z���
�'� �Z�
�

� ��Y ��'���: 

  � � � � 00,0,, utututf
dt
du

���� , (1) 

�	 � �tuu �  – ����
� 7�
�8Z�; t  – 
	���	A
� ��Z

�; 0u  – "�������� �����; 

� �utf ,  – ����
� 7�
�8Z�, �	�"	�	��
� ��7	�	
8Z����
� �� t  �� u . 

#�7	�	
8Z���
��� "	�	����	

��� 
�����@�� "	�	����	

� ���� [4]: 

  � � � � � � � �
! !

kk k
k

k
t

d z tH HZ k z t
k kdt

�

�

� �
� �	 


	 
� �
,   � � � �ttz 
� , (2) 

�	 t  – ��'��	
�, �� ���� "���������� "	�	����	

�; �t  – �
��	

� ��'��	
��, 
"�� ����� "���������� "	�	����	

�; H  – �Z��Z��� ��'��	
��, 
� ����� 
���'����Y���� 7�
�8Z� � �tz ; k  – 8Z���������� ��'��	
� �k  0,1; � �kZ  – 
�����	�
� 7�
�8Z� �� ��'��	
��� k ; � �t
  – �Z�
���@@�� 7�
�8Z�, ��� � 

��"����Z���� ��"���� Y �Z��Z���� ���� �	�����. 
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������ (2) ���
���@�� "���	 Z ��	�
	
	 ��7	�	
8Z���
Z "	�	����	

�. 


�A�
� �
��	
� � �kZ  
�����@�� �-�"	�����, � �
��	

� 7�
�8ZQ � �kZ  "�� 
��
��	�
�; �
��	

�; ��'��	
�� k  – �����	���� �-�"	����. 

�	��
� (��Z*	
�) �-�;	�� �������'� ����’���

� �����Z (1) 
� ��
��Z 
(2) – 8	 ������@����
� �;	��, � ��Z� �
��	

� 7�
�8ZQ � ���8Z 1�n  
�����;���Y���� ���, *�� maxk -
� �������� ���� ���� �	�����, ������	
�'� � 

Z� (���� �����	� ��Z*	
�'� �-�"	����), ���Z�
@���� 
� �	�	��
Z Z
�	����� 
� �1, �nn tt  maxk -
Z� �������Z� ���Z �����	� ���� �	�����, ������	
�'� � 
"�"	�	�
Z� ���8Z n – ���Z �����	� ��
��
�'� �-�"	���� [8]: 

  
� �

� � � � � � � ���

�
�
�

�
��

�
��

����

��

�

kF
k
HkYkF

k
HkY

ttHukY

n
n

nn
n

n

nnn

11

100

1
1,

1
1

,0
, (3) 

  � � � ���
��

� �
�
�

�
�
���

�
�

�
�
��

maxmax

00
1 2

1
2
1 k

k
n

kk

k
n

k
kYkY , (4) 

�	 � � � � � � � �kFkFkYkY nnnn 11 ,,, ��  – �-�"	���� ����’���� �����Z (1) �� "����Q 
�����
� ��7	�	
8Z���
�'� �Z�
�

� (1) � �Z�"��Z�
�; �����; ������@����
�Q 
�Z��� � ��,2,1,0, ��� ntnn  (����� n – ��
��
��, 1�n – ��Z*	
�� �-�"	����); 

maxk  – ���������
�� 
��	� ���;���
�Q "�� �Z�
���	

Z �-�����	��. 
N��	A
���Z (3), (4) �������@�� "���Z���
� ("���
�@�� � 0�n ) �
���� 

����’���� (1) – ���
����� 
� n�  �
��	

� �Z�����Q 7�
�8ZQ � �0nn Yy � , ��	 
"�����Y���� �� 
����A	

� ����
�Q 7�
�8Z� � � nn ytu  . 

��	�	�� � �"	��8Z@ �Z�
���	

� (4) �-�;	�� (3), (4) �"�������8Z�
Z 
��	7Z8ZY
��, � ���;���

�� ���; ������Y�� 
	��
� �;	�� �������'� 
Z
�	'����

� 
� ��
��Z ��Z*	
�; ��7	�	
8Z���
�; "	�	����	
� [4] � 
���������

�� ��	"	
	��; 7�
�8ZQ 

  � � � ���
��

� �
r

k
nk

m

k
nk kYbkYa

00
1 , (5) 

�	 kk ba ,  – �"�������8Z�
Z ��	7Z8ZY
��; rm,  – ���������
Z 
��	�� 
�-�����	�, *� ���;���@���� "�� �Z�
���	

Z � ��
��
��� Z ��Z*	
��� �-
�"	����; �Z�"��Z�
�. 

���"��	�� (5) � ���;���

�� "����'� "	�	����	

� � (2) 

  � � � ���
��

� �
r

k

k
n

k
n

k

m

k

k
n

k
n

k y
k

Hby
k

Ha
00

1 !!
, (6) 

����	�	�� (5) �� ��
�
Z�
�'� ��'���� ������@����
�Q �;	�� �������'� 
Z
�	'����

�, "���
���Q ��� �Z
8	��-�Z�
�8	��; �	���Z� [1] (���������, ��� 
�"��*	

� "�������; ��������, ��	�	�� ���Z
� nHh � ) 
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  � � � �
�
�
�

�
�
�
�

�
��

� ��
�

�
�

�
m

k

k
n

k
k

r

k

k
n

k
k

nn y
k
hay

k
hb

hh
ybya

1
1

1

010
!!

1 . (7) 

���
����� "�'�Z�
Z��� �"�������8ZQ n!  ������
�Q �;	�� (3), (7). #�� 
8��'� "Z�������� � (7) ���Z��� �������'� (
����A	
�'�) �Z�	

� ny  ���
�� 
����’���� �����Z (1) – � �tuu �  � ��'���Z �������� � ���8Z ntt �  �� 7������@ 
�	����� [1] 

  � � � �1

0
1 !

�

�
� �� � p

p

s

s
n

s
n hOu

s
hu , � �

� �
� � � �"�

�
� ��

�

�

� � 1
1 !

kp
p

kd

d
n

kd
k

n hOu
kd

hu   

  � �
� �

� � � �p
m

k

p

kd

d
n

d
k

r

k

k
n

k
kn hOu

kd
h

k
a

u
k
hb

h
�

��
�

�

�

��
�

�

�





�

�

	
	
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
��!" � ��

� �� 00 !!!
1 . (8) 

������	�� � �rmp ,max� , � ���;���

�� 8��'� (8) ��A
� "	�	������� 
�� ��'���� 

  � � � �
� �

� � � �p
p

d

md

k

kd
n

d
r

k

k
n

k
kn hO

kdk
auhu

k
hb

h
��

�

�

�

�
�

�

�





�

�

	
	
�

�

�
��! � ��

� �� 0

,min

00 !
1

!!
1 ,  

�� ��Z
��� Z
�	�� � "	��Z� ���Z � k  
� d  

 � � � �
� �

� � � �"��
�

�

�

�
�

�

�
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�

	
	
�

�

�
��! � ��

� ��

p
p

d

md

k

kd
n

d
r

d

d
n

d
dn hO

kdk
auhu

d
hb

h 0

,min

00 !
1

!!
1   

  

� �
� �

� �

� �
� �

� � � �.
!

1
!

!
1

!!
1

1

,min

0

0

,min

0

p
p

rd

md

k

kd
n

d

r

d

md

k

kdd
n

d
n

hO
kdk

auh

kdk
a

d
buh

h

��
�

�

�

�
�

�
�

�

�
�





�

�

	
	
�

�

�
��!"

� �

� �

�� �

� �  (9) 

N (9) ���
�, *� "�;���� �"�������8ZQ �;	��, ��� ���'����Y����, ��Y 
"������ p , ��*� ����
�
Z ����� 

  
� �

� �

� �
� �

�
�

�

�
�

�

�

���
�

��
�

�

�

�

�

prd���
kdk

da

rd���b
kdk

da

md

k
k

d

md

k
k

,,1,0
!!

!

,,0,
!!

!

,min

0

,min

0

�

�

. (10) 

$ ����	�Z (10) "�� 0�d  ������Y�� 00 ba � , ����� (10) ��Y 
	��Z
�	

� 
�Z���Z��� ����’���Z�, ���� ��� ���
	

� ��
�Q 
	���
��	
���Z "�����	�� 

10 �a . _�� ����	�� (10) 
	 ���� "	�	���
��	
�, 
�����	�� ����'� 
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  rmp �� . (11) 
��	�	�� � (10) ���Z
� 

  
!k

aa k
k �� , 

!d
bb d

d �� , (12) 

� ���;���

�� ���Q ��"��	��  

  
� �

� �

� �
� �

�
�

�

�
�

�

�

����
�

��
�

�

�

�

�

�

�

�

mrrd���
kd

a

rd���b
kd

a

md

k
k

d

md

k
k

,,1,0
!

1

,,0,
!

1

,min

0

,min

0

�

�

. (13) 

����	�� (13) ���
���Y ��	7Z8ZY
�� �"�������8ZQ ���	 ��� 7�
�8ZQ [9] 

 � � � �1

1

0

1
exp ��

�

�

�

�

�
�

�
�

�
mr

m

k

k
k

r

d

d
d

xO
xa

xb
x , � � � �1

1

0

1
exp ��

�

�

�

�

�
�

�
�

�
mr

m

k

k
k

r

d

d
d

xO
xa

xb
x  (14) 

� ��Z� 

  

� � � �
� � � �

� �
� � � � .,,0,

!
!

!
!

!
1

,,,1,
!

!
!

!
!

1

rd���
dr

r
mr

dmr
d

b

mk���
km

m
mr

kmr
k

a

d

k

k

�

�

�
��

��
�

�
��

���
�

�

�

 (15) 

N ���;���

�� (12), (15) ����’���� ����	�� (10) ���	 ���� ��'��� 

  
� � � �

� � � �
� �
� � � � .,,0,

!
!

!
!

,,,0,
!

!
!

!1

rd���
dr

r
mr

dmrb

mk���
km

m
mr

kmra

d

k
k

�

�

�
��

��
�

�
��

��
��

 (16) 

����� ��
��, ��*� ��	7Z8ZY
�� ������@����
�Q �;	�� (3), (5) 
�����;���
Z � �Z�"��Z�
���Z � (16), �� "������ QQ �"�������8ZQ ���	 �Z�
�� 
���Z ���������
�; 
��	�Z� ���;���
�; � 
Z� �-�����	� ��
��
�'� �� 
��Z*	
�'� �-�"	���Z� (11), � '����
�� ��	
�� ����"�����
�'� �������� 
"�;���� �"�������8ZQ [2, 3] � �Z�"��Z�
���Z � (9), (10) 

  � � � �
� �1

, !1
��

�
�

��
 �! rm

n
rm

rm
rm

n u
rm

hEhO , (17) 

�	 � � � �
� � � ��

� ����
��

���
m

k

k
rm kkm

m
krm

rmE
0

, !!
!

1
11  – ��	7Z8ZY
�, *� ;�����	����Y 

"�;���� �"�������8ZQ ������@����
�Q �;	��. 
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#���Z���� ��Z��Z��� ������
�Q �;	�� (3), (5), (16). #�� 8��'� ���'��
	�� 
���	��
	 �Z�
�

� [1, 2] 

  u
dt
du

#� , (18) 

�	 #  – ���Z��
	 ���"�	��
	 �����. 
N��������

� (3), (5), (16) �� (18) ����� �Z�
�8	�	 �Z�
�

� � ��'���Z  

  � � � � � � � �"�
�
�
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�
�
�

� ##
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� 0
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1 n

m

k

k

k

r

k

k

kn Y
k
ha

k
hbY � � nn yRy $��1  (19) 

�	 +h, �  – ���"�	��
�� "����	��; � � � � � �
�
�
�

�
�
�
�

� #
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�
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�
�
�
�

� #
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��
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k
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k k
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k
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00 !!
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7�
�8Z� ��Z�����Z ������
�Q ������@����
�Q �;	�� [2]. 
$ �Z�"��Z�
���Z � (14), (15), (16) 7�
�8Z� ��Z�����Z �������	
�Q �;	�� 

� �$R  Y �"�������8ZY@ ���	 	��"�
	
8Z���
�Q 7�
�8ZQ. �Z����, *� �	����, 
7�
�8Z� ��Z�����Z ���; Y 	�	�	
��� �Z�'�
��Z ��� ��
ZY@ � ���; '����
�; 
"Z��Z�'�
��	� �����8Z ���	 	��"�
	
8Z���
�Q 7�
�8ZQ, Y +-��Z����� [2]. 
����� ��
��, ��Z ������@����
Z �;	�� ���� (3), (5), (16) ��� rm � , 1�� rm  
�� 2�� rm  Y +-��Z�����. ��� 8���� ��� (19), "�� 1�� rm  ��� 2�� rm , 
����
�Y���� ����� L-��Z�����Z 
  � � 0lim �$

%&$
R , "�� 1�� rm  ��� 2�� rm ,  

��� Y 
���Z��� ��A�
�@ ��� A������; ����� [2]. 
N�"��"�
���
� �;	�� �������'� Z
�	'����

� Y ��
��������@, ��Z���@ 

�� �"�������Y ��;Z�
	 ��7	�	
8Z���
	 �Z�
�

� Z ���� ��
� ��Z'�Y���� "�� 
0&h  �� ���
�'� ����’���� ��7	�	
8Z���
�'� �Z�
�

�, "������ "������ 

���
���Z �;	�� �"Z�"���Y � QQ "������� �"�������8ZQ (11) [2]. 
�����������@�� 7�
�8Z@ ��Z�����Z � �$R , ��A
� "��������� ������Z 

��Z�����Z ��� �������	
�Q ������@����
�Q �;	�� [2]. N��
��	
Z ������Z 
��Z�����Z ��� �Z�
�; m  Z r  
��	�	
� 
� ���. 1, �	 ����� – 1…15 "��
���@�� 
"������ ���
���Z �Z�"��Z�
�Q �;	�� (���� ���Z�
@Y rm � ). 

 
�) ��� rm �              �) ��� 1�� rm   �) ��� 2�� rm  

���. 1. M�����Z ��Z�����Z ��"��"�
���
�Q ������@����
�Q �;	�� 
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N�"��"�
���
� �;	�� (3), (5), (16) Y 
	��
�@. j	 ��
���Y, *� ��� 

	�Z
Z�
�'� ��7	�	
8Z���
�'� �Z�
�

� (1) ��
� 
� ��A
��� ���8Z 
������@����
�Q �Z��� n�  ��������� �� 
	�Z
Z�
�'� �Z�
�

� �Z�
��
� 1�ny , 
����’����� ��	 ��A
�, 
�"������, �	����� ��@��
�: 

  � � � �� � � �� � � � � �� ����
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���� ��'�
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k
ink

r

k
nk
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k
inkinin kYakYbkYayy

0
1

00
1111

1

, (20) 

�	 i  – 
��	� Z�	��8ZQ �� �	����� ��@��
�; � �� �kY in 1�'  – �-�"	��� �����8Z 

z���Z; 1m  – ���������
�� 
��	� �-�����	�� ���;���
�Q � � �� �kY in 1�' . 

��������	 
����A	

� ��� 0�i  "�� �	��Z��8ZQ (20) ��A
� ��������, 
�����������@�� ��
� �-�;	�� [4]. �-�"	��� �����8Z z���Z ���
���Y����, 
�����������@�� "Z�;Z�, ������	
�� � [10], ��� �	����� �Z
8	��; �Z�
�8�. 
��;����� �Z ��ZA
���Z Z�	��8Z�
�'� "��8	��, ��� ��	
�	

� �	������@��Q 
������@����
�Q �����
���Z � (20) ��"����Y���� �������� mm (1 . ��"������, 

"�� 01 �m  ������Y�� �	��� "�����Q Z�	��8ZQ [1], ���Z���� � �� � IY in �' � 01 – 

���
��
� �����8� [10]. 
$ ����. 1 
��	�	
� �
��	

� ��	7Z8ZY
�Z� (16), (17) ��� �Z�
�; ���Z�
�Z� 

��"��"�
���
�Q ������@����
�Q �;	��, �	 ) – "������ ���
���Z, rmE ,  – 
��	7Z8ZY
� '����
�'� ��	
� ����"�����
�'� �������� "�;���� �"�������8ZQ. 

 
�+%#&'�+ 
�������	
� �;	�� �������'� Z
�	'����

� (3), (5), (16), (20) ��Y, � �	��Z� 

�Z�Z, �
Z�	�����
�� ��'���, ���Z���� ���@��Y ��'��� � �Z����; �-�;	�. ���, 
"�� 0�m , 1�kb  ��Y�� (
��"����Z��) ��
� �-�;	�� [4], "�� 0�r , 1�ka  – 


	��
� �-�;	�� [5], � "�� mr � , � � k
kk

k ba ���� 21 – 
	��
� (��Z*	
�) �-
�;	�� (3), (4). 

������� ���
���Z �������	
�Q �;	�� (3), (5), (16), (20) �Z�
�� ���Z 
���������
�; 
��	�Z� �-�����	� ��
��
�'� Z ��Z*	
�'� �-�"	���Z�, *� 
�	���� ������ � �"	��8ZQ �Z�
���	

�. +��, Z
���� �������, ��A	
 
���;���
�� ��	
 ���� �	����� (��A
� �-�����	��) ���
�'� ����’���� 
��7	�	
8Z���
�'� �Z�
�

� "Z���*�Y "������ ���
���Z �;	�� 
� ���
�8@. 
����� ��
��, �������	
� �;	�� ��Y 
	"����*���
�� (�"������
��) ��� 
�;	� ���� (3), (5) "������ ���
���Z. ��� 8���� ��� "�;���� �"�������8ZQ 
�������	
�Q ������@����
�Q �;	�� (17) "��Z�
�� �� ���� ����Q "�;���� ��� 
�Z
Z�
�; ��'����������; �	���Z�, � QQ �
��	

� ��� �������	
�Q �;	�� 
(�
��	

� ��	7Z8ZY
�� rmE , ) �	
�	 ����'� �
��	

� ��� �Z
Z�
�; 
��'����������; �	���Z� [3]. 
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�����8� 1 

��	7Z8ZY
�� �������	
�Q ������@����
�Q �;	�� 

���Z�
� mr ��) ��	7Z-
8ZY
�

k  
rmE ,  

0 1 2 3 4 5

rm �  

2 ka  1 -1/2 – – – – 
1/2 

kb  1 1/2 – – – – 

6 ka  1 -1/2 1/5 -1/20 – – 
1/20 

kb  1 1/2 1/5 1/20 – – 

8 ka  1 -1/2 3/14 -1/14 1/70 – 
-1/70 

kb  1 1/2 3/14 1/14 1/70 – 

10 ka  1 -1/2 2/9 -1/12 1/42 -1/252
1/252 

kb  1 1/2 2/9 1/12 1/42 1/252 

1�� rm  

3 ka  1 -2/3 1/3 – – – 
5/3 

kb  1 1/3 – – – – 

7 ka  1 -4/7 2/7 -4/35 1/35 – 
69/35 

kb  1 3/7 1/7 1/35 – – 

9 ka  1 -5/9 5/18 -5/42 5/126 -1/126
-251/126 

kb  1 4/9 1/6 1/21 1/126 – 

2�� rm  

2 ka  1 -1 1 – – – 
-1 

kb  1 – – – – – 

6 ka  1 -2/3 2/5 -1/5 1/15 – 
-71/15 

kb  1 1/3 1/15 – – – 

8 ka  1 -5/8 5/14 -5/28 1/14 -1/56 
379/56 

kb  1 3/8 3/28 1/56 – – 
 

�������	
� �;	�� ��� rm �  Y +-��Z���@, � ��� 1�� rm , 2�� rm  Y L-
��Z���@. ��� 8���� ��� QQ ������Z �����@�
�Q ��Z�����Z "��
Z��@ �"Z�"���Y � 
����� ����Q ������Z ��� �	���Z� ��
'	-����� �"������
�'� "������ [2], 
���Z���� �������	
� �;	�� ��Y ��
����Z � 
��� 7�
�8ZQ ��Z�����Z, ��Z Y 
�"�������8Z��� ���	 ��� 	��"�
	
8Z���
�Q 7�
�8ZQ. 

NZ �����
�'� ��*	 ��"����Y, *� � �����Z �������	
� +-��Z��� � �"������
�� 
"������� ���
���Z 
	��
� ������@����
� �;	�� ����’���

� �����Z ���Z ��� 
������
�'� ��7	�	
8Z���
�'� �Z�
�

� 
� ��
��Z ��Z*	
�; ��7	�	
8Z���
�; 
"	�	����	
� � ���������

�� ��	"	
	��; 7�
�8Z�. {�����	������� ���
���Z �� 
��Z�����Z ��"��"�
���
�Q �;	�� �������@�� 	7	����
� ������������� QQ ��� 
����’���

� A������; ��7	�	
8Z���
�; �Z�
�
�. 
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The version of the complex genetic algorithm, allowing to optimize objects with 
poorly connected subsystems is offered. Observance of “soft” connectivity is provided 
by adaptive control of crossing operation for receiving the descendants which aren't 
breaking restrictions on connectivity. 


