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ÏÐÎ ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²ÉÍ² ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ² ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÈÕ
²ÍÒÅÃÐÀË²Â ×ÅÁÈØÅÂÀ–ÏÓÀÑÑÎÍÀ

Àíîòàöiÿ. Çàñòîñîâàíî ìíîãî÷ëåíè ×åáèøåâà ïåðøîãî ðîäó ç ìåòîþ ïîáóäîâè óçàãàëüíå-
íîãî ³íòåãðàëà ×åáèøåâà–Ïóàññîíà. Ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó îïòèì³çàö³¿ äëÿ óçàãàëüíåíîãî îïå-
ðàòîðà ×åáèøåâà–Ïóàññîíà ÿê ôóíêö³îíàëà ôóíêö³¿, âèçíà÷åíî¿ íà â³äð³çêó, òà ïðî-

àíàë³çîâàíî éîãî àïðîêñèìàòèâí³ âëàñòèâîñò³ íà êëàñàõ Ãåëüäåðà H1 . Îòðèìàíî òî÷íó

ð³âí³ñòü äëÿ â³äõèëåííÿ ôóíêö³é êëàñó Ãåëüäåðà â³ä óçàãàëüíåíîãî ³íòåãðàëà ×åáèøå-
âà–Ïóàññîíà.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìíîãî÷ëåíè ×åáèøåâà, óçàãàëüíåíèé ³íòåãðàë ×åáèøåâà–Ïóàññîíà, êëàñ
ôóíêö³é Ãåëüäåðà, çàäà÷à îïòèì³çàö³¿.

ÂÑÒÓÏ

Ó áóäü-ÿê³é ãàëóç³ íàóêè òà òåõí³êè âèêîðèñòîâóþòü ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò

ïåâíîãî òèïó. Íàïðèêëàä, êëàñè÷íà ìåõàí³êà º òåîð³ºþ çâè÷àéíèõ äèôå-

ðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, êâàíòîâà ìåõàí³êà — öå òåîð³ÿ ë³í³éíèõ îïåðàòîð³â. Ùî

ñòîñóºòüñÿ òåîð³¿ ³ãðîâèõ çàäà÷ äèíàì³êè [1–3], òî öÿ ãàëóçü íàóêè âæå ÿâëÿº

òåîð³þ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ. Äèôåðåíö³àëüíå

ð³âíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ, ÿêå º ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ â òåîð³¿ ³ãðî-

âèõ çàäà÷ äèíàì³êè òà òåîð³¿ äèíàì³÷íèõ ñèñòåì, äëÿ áàãàòüîõ âèïàäê³â ìàº

ðîçâ’ÿçîê ó âèãëÿä³ ôóíêö³îíàëà äåÿêî¿ ôóíêö³¿ f x( ) ç ïåâíîþ îáëàñòþ

âèçíà÷åííÿ. ßêùî ôóíêö³ÿ f x( ) âèçíà÷åíà íà âñ³é ÷èñëîâ³é îñ³ ( )�� � � ��x ,

òî òàêà ñèòóàö³ÿ º îäí³ºþ ³ç íàéïîøèðåí³øèõ íà ïðàêòèö³. Äî ñïåêòðà

â³äïîâ³äíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ íàëåæàòü ð³âíÿí-

íÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³, ïîë³ãàðìîí³éí³ ð³âíÿííÿ [4–7] òîùî. Äî òîãî æ ñàì³

ïîë³ãàðìîí³éí³ ð³âíÿííÿ ìîæóòü áóòè âèçíà÷åí³ ÿê ó äåêàðòîâèõ (âåðõíÿ

ï³âïëîùèíà), òàê ³ â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ [8–12] (îäèíè÷íèé êðóã).

Ñåðåä ïîë³ãàðìîí³éíèõ ð³âíÿíü îñîáëèâå ì³ñöå ïîñ³äàþòü ãàðìîí³éíå

[13–16] òà á³ãàðìîí³éíå [17–20] ð³âíÿííÿ. Îñê³ëüêè ðîçâ’ÿçêè âèçíà÷åíèõ âèùå

äâîõ ð³âíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ º äîäàòíèìè îïåðàòîðàìè, òî ¿õ ìîæíà òðàê-

òóâàòè ÿê íàéá³ëüø îïòèìàëüí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü ³, ÿê íàñë³äîê, çàñòîñîâóâàòè

â òåîð³¿ îïòèìàëüíèõ ð³øåíü.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

ßêùî çàäà÷à òåîð³¿ ³ãðîâèõ çàäà÷ äèíàì³êè [21, 22] ìîäåëþºòüñÿ çà äîïîìî-

ãîþ äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ, ÿêå âèçíà÷åíå íà

â³äð³çêó, òî ³ ñàìà ôóíêö³ÿ f x( ) áóäå âèçíà÷åíà íà â³äð³çêó. ßêùî â³äð³çîê

çàäàºòüñÿ íåð³âí³ñòþ � � �1 1x , òî ôóíêö³þ f x( ) ìîæíà ïðåäñòàâèòè

ó âèãëÿä³ ðîçêëàäó:

f x
a

a k xk

k

( ) cos ( )� �
�
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12
arccos (1)

çà ìíîãî÷ëåíàìè ×åáèøåâà ïåðøîãî ðîäó, äå
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Ç ìåòîþ çàñòîñóâàííÿ ìíîãî÷ëåí³â ×åáèøåâà äî òåîð³¿ îïòèìàëüíèõ ð³øåíü

ïîòð³áíî ñêîíñòðóþâàòè íà îñíîâ³ ðîçêëàäó (1) ñàìå äîäàòí³ îïåðàòîðè [23–25],

ÿê³ º íàéá³ëüø îïòèìàëüíèìè. Òàêèìè ìîæóòü áóòè îïåðàòîðè
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ÿê³ íàçèâàþòü â³äïîâ³äíî ãàðìîí³éíèì òà á³ãàðìîí³éíèì îïåðàòîðàìè. Çàçíà-

÷èìî, ùî ïî÷åðãîâå çàñòîñóâàííÿ ôîðìóë (2) òà (3) äî îïåðàòîð³â (4) òà (5)

ïåðåòâîðþº ¿õ íà ³íòåãðàëè ç äîäàòíèìè ³íòåãðàëüíèìè ÿäðàìè [26] (ÿäðà

³íòåãðàëà Àáåëÿ–Ïóàññîíà òà á³ãàðìîí³éíîãî ³íòåãðàëà Ïóàññîíà).

Ó ðîáîò³ [27] îïåðàòîð â³ä³ãðàº ðîëü íàáëèæóâàëüíîãî àãðåãàòó äëÿ âèïàä-

êó ôóíêö³¿ f x( ) ç êëàñó Ãåëüäåðà H 1 , âèçíà÷åíî¿ íà â³äð³çêó � � �1 1x . Êëàñ

Ãåëüäåðà H 1 øèðîêî çàñòîñîâóºòüñÿ â òåîð³¿ îïòèìàëüíèõ ð³øåíü, íàïðèêëàä

äëÿ îïòèìàëüíîãî ïðîºêòóâàííÿ [28].

Ñïåêòð çàñòîñóâàííÿ ìíîãî÷ëåí³â ×åáèøåâà â ìåæàõ òåîð³¿ îïòèìàëüíèõ

ð³øåíü ìîæíà äåùî ðîçøèðèòè, ÿêùî çàì³ñòü îïåðàòîð³â (4) òà (5) ðîçãëÿäàòè

òàê çâàíèé óçàãàëüíåíèé îïåðàòîð ×åáèøåâà–Ïóàññîíà, à ñàìå

P f x
a

sk a ks q
k q

k

k, ( ; ; ) [ ( ) ( ) ] cos (� � � �� � � � �
�

��

�0

12
1 1 1 arccos x) , (6)

äå 0
1

2
� �s òà q � 1.

Öÿ ðîáîòà ïîâ’ÿçàíà ç âèâ÷åííÿì àïðîêñèìàòèâíèõ âëàñòèâîñòåé îïåðàòîðà

(6) íà êëàñàõ ôóíêö³é Ãåëüäåðà H 1 .

ÄÅßÊ² ÀÏÐÎÊÑÈÌÀÒÈÂÍ² ÎÑÎÁËÈÂÎÑÒ² ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÎÃÎ
²ÍÒÅÃÐÀËÀ ×ÅÁÈØÅÂÀ–ÏÓÀÑÑÎÍÀ

ßêùî ôóíêö³ÿ f x( ) âèçíà÷åíà íà â³äð³çêó � � �1 1x , òî äëÿ íå¿ ìîæíà ïîáó-

äóâàòè ðîçêëàä (1) çà ìíîãî÷ëåíàìè ×åáèøåâà. Çà ðîçêëàäîì (1) çàïðîâàä-

æóºòüñÿ àáñîëþòíî çá³æíèé ðÿä (6), ÿêèé ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóë (2) òà (3)

ïåðåòâîðþºòüñÿ íà óçàãàëüíåíèé ³íòåãðàë ×åáèøåâà–Ïóàññîíà
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. (7)

Òîä³ â íàâåäåíèõ âèùå ïîçíà÷åííÿõ äëÿ ôóíêö³é êëàñó Ãåëüäåðà H 1 , ÿê³ çà-

äîâîëüíÿþòü óìîâó
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| ( ) ( ) | | | ( , )f x f y x y x y� � � � � � � � �1 1 1 1 , (8)

ìàº ì³ñöå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ êîæíîãî � � �1 1x òà 0 1� �� ìàº ì³ñöå òî÷íà ð³âí³ñòü
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Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè ç ðîá³ò [29–31], â³äïîâ³äíî äî ôîðìó-

ëè (7) îòðèìóºìî ³íòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ
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äëÿ âåëè÷èíè f x P f xs q( ) ( ; ; ),� � . Îñê³ëüêè äëÿ ôóíêö³é êëàñó Ãåëüäåðà H 1

âèêîíóºòüñÿ óìîâà (8), òî àíàëîã³÷íî äî [32] ç ³íòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ

(10) âèïëèâàº îö³íêà
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Îñê³ëüêè â êëàñ³ H 1 ³ñíóº ôóíêö³ÿ f y y( ) | |� , äëÿ ÿêî¿ íåð³âí³ñòü (11) ïåðå-

òâîðþºòüñÿ â ð³âí³ñòü, òî
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òî çàì³ñòü ôîðìóëè (12) ìàòèìåìî òàêó ð³âí³ñòü:
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Äî òîãî æ ôîðìóëà (14) ì³ñòèòü ïîçíà÷åííÿ äëÿ òàêèõ ³íòåãðàë³â:
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Âî÷åâèäü, ³íòåãðàë (15) ìîæíà çàïèñàòè â òàêîìó âèãëÿä³:
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Ïåðøèé òà äðóãèé ³íòåãðàëè â ïðàâ³é ÷àñòèí³ (19) ìîæíà òðàíñôîðìóâàòè

çàì³íîþ t x y� �arccos arccos òà t y x� �arccos arccos â³äïîâ³äíî. Òîä³ ìàòèìåìî
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Ïåðøèé òà äðóãèé ³íòåãðàëè ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ (21) ïåðåòâîðèìî çàì³íîþ
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1 2
( , )

( cos )

cos
�

� �
�

� � ��
�
�

�
�
�

� �

sin

arccos

2 arccos

x

x

	 �

�

� � ��
�
�

�
�
�

� ��

1 1

1 2

2

2

x t x t dt

tx

sin

arccos

2 a ( cos )

cos( ) � �

rccos( )�

	
x

. (22)

Àíàëîã³÷íî ïåðåòâîðþºìî ³íòåãðàëè (17) òà (18), âíàñë³äîê ÷îãî îòðèìóºìî

I x

x t x t dt

t
3

2

2 2
0

1 1

1 2
( , )

( cos )

( cos )
�

� �
�

� � ��
�
�

�
�
�

� �

sinarccosx

	 �

�

� � ��
�
�

�
�
�

� �

� 1 1

1 2

2

2 2
0

x t x t dt

t

sinarccos ( cos )

( cos )

(

� �

x)

	 (23)

òà

I x

x t x t dt

t
4

2

2 2

1 1

1 2
( , )

( cos )

( cos )
�

� �
�

� � ��
�
�

�
�
�

� �

sin

arccos

2 arccos

x

x

	 �

�

� � ��
�
�

�
�
�

� ��

1 1

1 2

2

2 2

x t x t dt

tx

sin

arccos

( cos )

( cos )( � �)

( )2 arccos �

	
x

. (24)

Ñóìà ³íòåãðàë³â (20) òà (22) äàº çìîãó ä³éòè ðåçóëüòàòó

I x I x

x t x t dt

t
1 2

21 1

1 2
( , ) ( , )

( cos )

cos
� �

�
� �

� � ��
�
�

�
�
�

�

sin

�
�	

�2
0

2 arccosx

�

� � ��
�
�

�
�
�

� �

� 1 1

1 2

2

2

x t x t dt

t

x sin

0

2 arccos ( cos )

cos

( )

� �
	 . (25)

Äëÿ ïîäàëüøèõ îáðàõóíê³â çàä³ºìî ³íòåãðàëè

�

� �

� �

��

�
sin (

n

0

2 arccos
t dt

t

x
x

)

cos

( )

1 2
1

1 4

1

2

� �
�

� �

�	 (26)

òà

2 1

1 2
2

1

2
0

2�

� �

�( cos )

cos

( )�

� �
� �

�
	

t dt

t
x

d
x2 arccos

arccos
t

t1 2 2
0

2

� �
	

� �cos

arccosx

. (27)

Îñê³ëüêè

1

1 2
2

1

2

2

�

� �
�

�

�
�

�

�

�
��

�

�
��

�

� �

�

�cos cost t
t

t

t
arctg

sin
, (28)

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2024, òîì 60, ¹ 4 121



òî

( )

cos

1

1 2
2 2

22

2

�

� �
� �	

�

� �

�dt

t
x

x
x

0

2 arccos

arccos arctg
1

1 2

2

2

�

� �

x

x� �
. (29)

Ï³äñòàâëÿþ÷è ðåçóëüòàò (29) ó ôîðìóëó (27), ìàòèìåìî

( cos )

cos (

1

1 2

2

1

1

12
0

2
�

� �
�

�
�

�
	

t dt

t

x
x

� � �

�

�

arccos
arccos

�

�

� ��

�

� �)
arctg

2 1

1 2

2

2

x x

x
. (30)

Çà íàÿâíîñò³ ³íòåãðàë³â (26) òà (30) ìîæíà îá÷èñëèòè ïåðøèé ³íòåãðàë

ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ (25). Äðóãèé ³íòåãðàë ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ (25) îòðèìóºòüñÿ ç ïåð-

øîãî ³íòåãðàëà, çàì³íþþ÷è x íà �x . Òîä³ ìàºìî

I x I x
x x

1 2

2 2 2
2 1

1
1 4

1
( , ) ( , )

( )
� �

�

� �

�
� �

� � �

�
�n

�
�

� � �
�

�
��

�

�
��

�

� �

�
2

1
2

1
1

2 1

1 2

2

2

x
x

x x

x�
�

�

�

� �
arccos arctg�

�

��

�
�
�

��
. (31)

Ñóìà ³íòåãðàë³â (23) òà (24) äàº çìîãó ä³éòè ðåçóëüòàòó

I x I x

x t x t dt

3 4

21 1

1 2
( , ) ( , )

( cos )

( cos
� �

�
� �

� � ��
�
�

�
�
�

�

sin

t

x

�
�	

�2 2

2

)0

arccos

�

� � ��
�
�

�
�
�

� �

1 1

1 2

2

2 2
0

2 x t x t dt

t

sinarccos ( cos )

( cos )

(

� �

�

	
x)

. (32)

Äëÿ ïîäàëüøèõ îáðàõóíê³â çàä³ºìî ³íòåãðàëè

2

1 2

1

1

1

12 2

2

2

�

� � � �

sin (

0

arccos
t dt

t

)

( cos ) ( ) ( )� �
�

�
�

�
	

x

2 24� �x
(33)

òà

( ) ( cos )

( cos ) (

1 1

1 2

2 1

1

2

2 2
0

2 2� �

� �
� �

�
	

�

� �

t dt

t

x x
xarccos

� �
�

� �
	

� � � �) cos2 2 2
0

2

4 1 2x

dt

t

xarccos

. (34)

Ï³äñòàâëÿþ÷è ðåçóëüòàò (29) ó ôîðìóëó (34), ìàòèìåìî

( ) ( cos )

( cos )

1 1

1 2

2

1

2

2 2
0

2

2

� �

� �
�

�
	

�

� � �

t dt

t

xarccos

arccos arctgx
x x

x
�

�

� �

�

�

�
�

�

�

�
�

�
2 1

1 2

2

2

�

� �

�
�

� �

2 1

1 4

2

2 2

x x

x( )� �
. (35)

Çà íàÿâíîñò³ ³íòåãðàë³â (33) òà (35) âæå ìîæíà îá÷èñëèòè ïåðøèé ³íòåãðàë

ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ (32). Äðóãèé ³íòåãðàë ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ (32) îòðèìóºìî ç ïåðøî-

ãî ³íòåãðàëà, çàì³íþþ÷è x íà �x . Òîä³ ìàºìî
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I x I x
x

3 4

2

2 2

4 1

1
( , ) ( , )

( )
� �

�
� �

�

�
�

�
� �

� �
�

� �

�

�

�
�

2

1 1
2 2

2 1

1 23

2

2

x
x

x x

x( ) ( )� �
�

�

� �
arccos arctg

�

�

�
�
. (36)

Äàë³ ï³äñòàâëÿºìî âåëè÷èíè (31) òà (36) ó ïðàâó ÷àñòèíó òîòîæíîñò³ (14),

âíàñë³äîê ÷îãî ìè ïîâåðòàºìîñÿ äî ðåçóëüòàòó (9). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñë³äîê 1. ßêùî s � 0, òî ôîðìóëà (9) ïåðåòâîðþºòüñÿ íà ðåçóëüòàò

� ( ; ( ; )) ( ) ln
( )

H P x
x x1

2
2

2 2
1

1
1 4

1
�

��
�

� �

�
�

�
�

� �

�
�

� � � � �
�

� �

x
x

x x x

x�
� �

��
�

�

� �
( ) ( ) ( )1 2 1

2 1

1 2

2
2

2
arccos arctg , (37)

ÿêèé áóâ îòðèìàíèé â ðîáîò³ [27] äëÿ ãàðìîí³éíîãî ³íòåãðàëà ×åáèøåâà–Ïó-

àññîíà.

Íàñë³äîê 2. ßêùî s �
1

2
òà q �1, òî ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè (9) ìîæíà îò-

ðèìàòè ôîðìóëó

� ( ; ( ; )) ( )H B x
x1

2
21

1�
�

��
�

� �

� � � �
�

� �
�

x x x

x2
1 2 1

2 1

1 2

2 2
2

2��
� �

�

� �
( ) [ ( ) ]arctg

�
�

�
� �

�
�

1

2
1

1 4

1

2
2 2

2 2
x x

��
�

� �

�
( ) ln

( )

� � � �
x

x
2

2 1 22

�
� � �( ) ( ) ( )arccos , (38)

ÿêà º óçàãàëüíåííÿì ðåçóëüòàò³â äëÿ á³ãàðìîí³éíîãî ³íòåãðàëà ×åáèøåâà–Ïó-

àññîíà.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Óíàñë³äîê ãàðìîí³éíîãî ïîºäíàííÿ ìåòîä³â òåîð³¿ íàáëèæåíü [33] ³ òåîð³¿ îïòè-

ìàëüíèõ ð³øåíü ó ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó îïòèì³çàö³éíîãî õàðàêòåðó äëÿ óçà-

ãàëüíåíîãî îïåðàòîðà ×åáèøåâà–Ïóàññîíà íà êëàñàõ ôóíêö³é Ãåëüäåðà H 1.

Îñê³ëüêè ðîçãëÿíóòèé ó äîñë³äæåíí³ îïåðàòîð (7) ìàº äåëüòàïîä³áíå ÿäðî [34, 35],

òî â³í ìîæå øèðîêî çàñòîñîâóâàòèñÿ äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ áàãàòüîõ çàäà÷ âàð³àö³éíî-

ãî ÷èñëåííÿ, çàäà÷ òåîð³¿ êåðóâàííÿ, ³ãðîâèõ çàäà÷ äèíàì³êè [36, 37] òîùî.

Çíàéäåíî íå àñèìïòîòè÷íó, à òî÷íó ð³âí³ñòü äëÿ â³äõèëåííÿ ôóíêö³é êëàñó

Ãåëüäåðà H 1 â³ä óçàãàëüíåíîãî ³íòåãðàëà ×åáèøåâà–Ïóàññîíà. Ïðè÷îìó íàáëè-

æóâàëüíèé àãðåãàò (7) º äîäàòíèì îïåðàòîðîì, ôóíêö³îíàëîì âèçíà÷åíî¿

íà â³äð³çêó [ ; ]�1 1 ôóíêö³¿ f x( ), ùî ñâ³ä÷èòü ïðî ìîæëèâ³ñòü ¿õíüîãî çàñòîñóâàí-

íÿ â òåîð³¿ îïòèìàëüíèõ ð³øåíü. À öå, â ñâîþ ÷åðãó, º ï³äòâåðäæåííÿì àêòóàëü-

íîñò³ áàãàòüîõ óæå ðîçâ’ÿçàíèõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ [38–43], ÿê³ ìîæíà âèêîðèñòî-

âóâàòè â ìàéáóòí³õ íàóêîâèõ äîñë³äæåííÿõ.
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A.Yu. Mishchuk, A.M. Shutovskyi
ON THE OPTIMIZATION PROPERTIES OF GENERALIZED
CHEBYSHEV–POISSON INTEGRALS

Abstract. Chebyshev polynomials of the first kind are used to construct the generalized
Chebyshev–Poisson integral. The optimization problem for the generalized Chebyshev–Poisson
operator as a functional of a function defined on a segment is solved, and its approximate

properties on H��older classes H1 are analyzed. An exact equality is obtained for the deviation
of H��older class functions from the generalized Chebyshev–Poisson integral.

Keywords: Chebyshev polynomials, generalized Chebyshev–Poisson integral, class of H��older
functions, optimization problem.
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