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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ìåòîä ðàä³àëüíèõ ôóíêö³é äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ ³íòåãðî-äè-
ôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè. Äëÿ àïðîêñèìàö³¿ òî÷íîãî ðîçâ’ÿçêó âè-
êîðèñòàíî ë³í³éíó êîìá³íàö³þ ðàä³àëüíèõ áàçèñíèõ ôóíêö³é ó ïåâíèõ öåíòðàëüíèõ òî÷êàõ
òà ë³í³éíó êîìá³íàö³þ ïîë³íîì³àëüíèõ áàçèñíèõ ôóíêö³é. Çàïðîïîíîâàíî ðîçòàøóâàííÿ
öåíòðàëüíèõ òî÷îê ÿê äëÿ äâî-, òàê ³ äëÿ òðèâèì³ðíèõ îáëàñòåé. Êîëîêàö³ÿ â öåíòðàëüíèõ
âóçëàõ äàº íàï³âäèñêðåòíó ñõåìó ç ³íòåãðàëüíèìè êîåô³ö³ºíòàìè, äëÿ îá÷èñëåííÿ ÿêèõ âè-
êîðèñòàíî êâàäðàòóðí³ ôîðìóëè Ãàóññà–Ëåæàíäðà òà òðàïåö³é. Äëÿ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðà
ôîðìè çàñòîñîâàíî ãåíåòè÷íèé àëãîðèòì. Íàâåäåíî ÷èñåëüí³ ðîçðàõóíêè äëÿ äâî- òà òðè-
âèì³ðíèõ îáëàñòåé, ùî ï³äòâåðäæóþòü åôåêòèâí³ñòü çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: åë³ïòè÷íå ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè,
ðàä³àëüí³ áàçèñí³ ôóíêö³¿, ïîë³íîì³àëüíèé áàçèñ, ãåíåòè÷íèé àëãîðèòì.

ÂÑÒÓÏ

²íòåãðî-äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè (²ÄÐ×Ï) º ïîòóæ-
íèì ³íñòðóìåíòîì äëÿ ìîäåëþâàííÿ øèðîêîãî êëàñó ñêëàäíèõ ÿâèù ó ð³çíèõ
íàóêîâèõ òà ³íæåíåðíèõ ãàëóçÿõ. ¯õíÿ çäàòí³ñòü óðàõîâóâàòè ñêëàäí³ âçàºìîä³¿
ì³æ äèôåðåíö³àëüíîþ òà ³íòåãðàëüíîþ ïîâåä³íêîþ ðîáèòü ¿õ îñîáëèâî ïðè-
äàòíèìè äëÿ îïèñó ïðîöåñ³â, ùî âêëþ÷àþòü åôåêòè ïàì’ÿò³, äèñïåðñ³þ òà íå-
ëîêàëüí³ âçàºìîä³¿. Ó ö³é ñòàòò³ çàñòîñîâàíî ìåòîä ðàä³àëüíèõ áàçèñíèõ
ôóíêö³é (ÐÁÔ) ó ïîºäíàíí³ ç ìåòîäîì êîëîêàö³¿ òà êâàäðàòóðíèìè ôîðìóëà-
ìè äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ²ÄÐ×Ï.

Ïðîöåñè äèôóç³¿ äóæå ïîøèðåí³ ó ïðèðîä³, îñê³ëüêè âîíè ïîâ’ÿçàí³ ç ðîçïîâ-
ñþäæåííÿì ðå÷îâèíè, åíåðã³¿ òà ³íôîðìàö³¿ â ð³çíîìàí³òíèõ ñèñòåìàõ. Òðà-
äèö³éíèìè ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè äèôóç³¿ º êðàéîâ³ çàäà÷³ äëÿ äèôåðåíö³àëü-
íèõ ð³âíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè (ÄÐ×Ï). Öåé ï³äõ³ä çàáåçïå÷óº åôåêòèâíó
îñíîâó äëÿ ðîçóì³ííÿ ëîêàëüíî¿ âçàºìîä³¿ òà ïåðåíîñó. Îäíàê áàãàòî ïðîöåñ³â
ó ðåàëüíîìó ñâ³ò³ â³äáóâàþòüñÿ â ìàòåð³àëàõ ³ ñèñòåìàõ, äå ÷àñòèíêè âçàºìîä³þòü
çà ìåæàìè ¿õíüî¿ áåçïîñåðåäíüî¿ áëèçüêîñò³, ùî ïðèçâîäèòü äî ÿâèù íåëîêàëüíî¿
äèôóç³¿. Ðîçøèðåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ç óðàõóâàííÿì åôåêò³â íåëîêàëüíî¿
äèôóç³¿ íå ìîæíà àäåêâàòíî îïèñàòè êëàñè÷íèìè ÄÐ×Ï. Ó öèõ âèïàäêàõ âêëþ-
÷åííÿ ³íòåãðàëüíèõ äîäàíê³â â ²ÄÐ×Ï äàº çìîãó âðàõóâàòè âïëèâ â³ääàëåíèõ ÷àñ-
òèíîê íà ðóõ îêðåìèõ åëåìåíò³â ó ñåðåäîâèù³. Êîíêðåòíèìè ïðèêëàäàìè çàñòîñó-
âàííÿ íåëîêàëüíî¿ äèôóç³¿ º òðàíñïîðò ó ïîðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ (ÿê ìîäåëü, ùî
âðàõîâóº ðóõ ÷àñòèíîê ÷åðåç âçàºìîïîâ’ÿçàí³ ïîðè ó âçàºìîä³¿ ç â³ääàëåíèìè ïî-
ðàìè [1]), á³îëîã³÷í³ ñèñòåìè (ÿê ìîäåëü ïîøèðåííÿ ìîëåêóë, ³îí³â òà ³íøèõ ðå÷î-
âèí ó á³îëîã³÷íèõ òêàíèíàõ, äå âçàºìîä³ÿ â³äáóâàºòüñÿ íà á³ëüø³é â³äñòàí³ [2]),
ô³íàíñîâ³ ðèíêè òà ö³íîóòâîðåííÿ [3, 4] òîùî.
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Ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ ²ÄÐ×Ï ç íåëîêàëüíîþ äèôóç³ºþ. Íåõàé

D d� � , d � 2 3, , — îáëàñòü ç ìåæåþ �. Ïîòð³áíî çíàéòè ôóíêö³þ u D: � � , ÿêà

çàäîâîëüíÿº ²ÄÐ×Ï

� � � �	
u k u d f D

D

( ) ( , ) ( ) ( ),x x z z z x x , (1)

òà êðàéîâó óìîâó Ä³ð³õëå
u g( ) ( ),x x x� ��, (2)

äå k D D: � � � , f D: � � òà g : � � � — çàäàí³ ôóíêö³¿.
Ãåîìåòð³ÿ îáëàñò³ D , ³íòåãðàëüíå ÿäðî k, ôóíêö³ÿ äæåðåëà f òà ìåæîâà

ôóíêö³ÿ g çàëåæàòü â³ä ïðèðîäè âçàºìîä³¿ ó äîñë³äæóâàí³é ô³çè÷í³é ñèñòåì³.
Ïðèïóñòèìî, ùî îáëàñòü D îáìåæåíà, à ôóíêö³¿ k , f òà g äîñòàòíüî ãëàäê³, òàê
ùî çàäà÷à (1), (2) º êîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ [5].

Äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (1), (2) ìîæíà çàñòîñóâàòè ìå-
òîä ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â (ÌÑÅ) [1, 6, 7]. Îäíàê ó öüîìó âèïàäêó â³äïîâ³äíå
ñëàáêå ôîðìóëþâàííÿ ì³ñòèòü êðàòí³ ³íòåãðàëè ïî îáëàñò³ D D� , ùî ïðèçâîäèòü
äî çíà÷íèõ îá÷èñëþâàëüíèõ âèòðàò. Àíàëîã³÷í³ ïðîáëåìè âèíèêàþòü ³ ó ðàç³ çà-
ñòîñóâàííÿ ìåòîäó ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. Êð³ì òîãî, ó öüîìó âèïàäêó ç’ÿâëÿþòüñÿ
äîäàòêîâ³ òðóäíîù³, ïîâ’ÿçàí³ ç îá÷èñëåííÿì ñèíãóëÿðíèõ àáî ìàéæå ñèíãóëÿð-
íèõ ³íòåãðàë³â (äèâ. [5]). Ó òðèâèì³ðíèõ îáëàñòÿõ îá÷èñëåííÿ ùå ñêëàäí³ø³ (äèâ.,
íàïð., ó [8] çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéî-
âèõ çàäà÷ äëÿ ð³âíÿííÿ Ëàïëàñà). ²íø³ ÷èñåëüí³ àëãîðèòìè ´ðóíòóþòüñÿ íà ìåòîä³
ñê³í÷åííèõ ð³çíèöü (äèâ., íàïð., ó [9] çàñòîñóâàííÿ áàãàòîñ³òêîâî¿ òåõí³êè, à òà-
êîæ íåùîäàâíî çàïðîïîíîâàíèé ³ºðàðõ³÷íî-ìàòðè÷íèé ìåòîä [10] äëÿ äâî- òà
òðèâèì³ðíèõ îáëàñòåé). Ö³ ìåòîäè ïðèäàòí³ ïåðåâàæíî äëÿ ðåãóëÿðíèõ îáëàñòåé.

Ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî áåçñ³òêîâèé ìåòîä, ÿêèé ìîæíà ëåãêî çàñòîñóâàòè
äëÿ áàãàòîâèì³ðíèõ îáëàñòåé àáî îáëàñòåé ç³ ñêëàäíîþ ãåîìåòð³ºþ. Çàäà÷ó (1), (2)
äèñêðåòèçîâàíî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ÐÁÔ òà êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë. Ó ï³äõîä³
íà îñíîâ³ ÐÁÔ íåâ³äîìó ôóíêö³þ àïðîêñèìîâàíî çà äîïîìîãîþ ë³í³éíî¿
êîìá³íàö³¿ ðàä³àëüíèõ ôóíêö³é ó öåíòðàëüíèõ òî÷êàõ ç íàñòóïíèì çàñòîñóâàí-
íÿì ìåòîäó êîëîêàö³¿ äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â ö³º¿ ÐÁÔ-àïðîêñè-
ìàö³¿. Âèêîðèñòàíî êëàñè÷íèé ìåòîä Êàíñè (Kansa’s method [11]), ó ÿêîìó öåí-
òðàëüí³ òî÷êè çá³ãàþòüñÿ ç âóçëàìè êîëîêàö³¿. Îäåðæàíà ñèñòåìà ì³ñòèòü ³íòåã-
ðàëüí³ êîåô³ö³ºíòè, ÿê³ íàáëèæåíî îá÷èñëåíî çà äîïîìîãîþ êâàäðàòóðíèõ
ôîðìóë Ãàóññà–Ëåæàíäðà òà òðàïåö³é [12]. ÐÁÔ-àïðîêñèìàö³ÿ ì³ñòèòü ïàðàìåòð
ôîðìè, âèá³ð ÿêîãî º äóæå âàæëèâèì äëÿ òî÷íîñò³ ìåòîäó. Çàãàëîì ïàðàìåòð âè-
áèðàþòü ìåòîäîì ñïðîá ³ ïîìèëîê àáî ç âèêîðèñòàííÿì á³ëüø äîñêîíàëî¿
òåõí³êè ïåðåõðåñíî¿ ïåðåâ³ðêè [13, 14]. Ó ö³é ðîáîò³ äîñë³äæåíî çàñòîñóâàííÿ
ãåíåòè÷íîãî àëãîðèòìó [15, 16] äëÿ ñòîõàñòè÷íîãî ïîøóêó ïàðàìåòðà ôîðìè.

Ñòàòòÿ ìàº òàêó ñòðóêòóðó. Ó ðîçä. 1 ïîáóäîâàíî ÐÁÔ-ìåòîä äëÿ ðîçâ’ÿçó-
âàííÿ çàäà÷³ (1), (2) òà îïèñàíî ðîçòàøóâàííÿ öåíòðàëüíèõ òî÷îê äëÿ äâî- òà
òðèâèì³ðíèõ îáëàñòåé. Ó ðîçä. 2 çàñòîñîâàíî êâàäðàòóðí³ ôîðìóëè äëÿ îá÷èñ-
ëåííÿ ³íòåãðàëüíèõ êîåô³ö³ºíò³â. Òåõí³êó âèáîðó ïàðàìåòðà ôîðìè, ùî ´ðóí-
òóºòüñÿ íà ãåíåòè÷íîìó àëãîðèòì³, çàïðîïîíîâàíî â ðîçä. 3. ×èñåëüí³ ðîçðàõóí-
êè äëÿ äâî- òà òðèâèì³ðíèõ îáëàñòåé íàâåäåíî â ðîçä. 4; îäåðæàí³ ðåçóëüòàòè
ï³äòâåðäæóþòü çàñòîñîâí³ñòü ðîçãëÿíóòîãî ï³äõîäó. Âèñíîâêè òà êîìåíòàð³ íà-
âåäåíî â ðîçä³ë³ «Âèñíîâêè».

1. ÐÁÔ-ÌÅÒÎÄ ÄËß ÐÎÇÂ’ßÇÓÂÀÍÍß ²ÄÐ×Ï

1.1. Çàñòîñóâàííÿ ÐÁÔ-ìåòîäó. Íåõàé �: � �� — ðàä³àëüíà ôóíêö³ÿ, òîáòî

ôóíêö³ÿ, çíà÷åííÿ ÿêî¿ â êîæí³é òî÷ö³ çàëåæèòü â³ä â³äñòàí³ ì³æ ö³ºþ òî÷êîþ
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òà äåÿêîþ ô³êñîâàíîþ òî÷êîþ — öåíòðàëüíîþ òî÷êîþ. Â³äîìî áàãàòî òèï³â
ðàä³àëüíèõ ôóíêö³é (äèâ., íàïð., [17]), ÿê³ âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ïîáóäîâè áà-
çèñíèõ ôóíêö³é ó ïðîºêö³éíèõ ìåòîäàõ. Íàéá³ëüø ïîøèðåíèìè º òàê³:

� �

�

( )

( ),

( ) (

( )

r

e

r

r

�

�



�

�
�

�

� 2

1 2

Ãàóñîâà

ìóëüòèêâàäðàòè�íà

ðàä³àëüíèõ ñòåïåí³â

),

, , , , , ( ),r � � �1 3 5 �

(3)

äå � � 0 — ïàðàìåòð ôîðìè. ßê çàçíà÷åíî âèùå, âèá³ð öüîãî ïàðàìåòðà ³ñòîò-
íî âïëèâàº íà òî÷í³ñòü. Ìàë³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ÷àñòî äàþòü êðàù³ ðåçóëü-
òàòè, îäíàê ïðèçâîäÿòü äî ïîãàíî îáóìîâëåíèõ ìàòðèöü. Îáãîâîðåííÿ âèáîðó
ïàðàìåòðà íàâåäåíî â íàñòóïíîìó ðîçä³ë³.

Çã³äíî ç [11, 18] ðîçâ’ÿçîê u çàäà÷³ (1), (2) àïðîêñèìîâàíî ë³í³éíîþ êîì-
á³íàö³ºþ ÐÁÔ òà ïîë³íîì³àëüíèìè áàçèñíèìè ôóíêö³ÿìè:

u u p Dn j

j

n

j l l

l

q

( ) ( ) (| | ) ( ),x x x x x x� � � � �
� �
� �� � �

1 1

, (4)

äå n q, �� , n q�� , | |� — åâêë³äîâà â³äñòàíü, � j j n� �� , , , ,1 2 � , òà � l �� ,
l q�1 2, , ,� , — íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè. Ïîë³íîìè p l ql , , , ,�1 2 � , º îäíî÷ëåí-

íèìè áàçèñíèìè ôóíêö³ÿìè â �
d :

{ }1 1 2 1
2

1 2 2
2, , , , , ,x x x x x x � äëÿ d x x� �2 1 2, ( , )x ,

(5)

{ }1 1 2 3 1
2

1 2 1 2 2 3 1 2 3 2
2, , , , , , , , , ,x x x x x x x x x x x x x x � äëÿ d x x x� �3 1 2 3, ( , , )x .

Çã³äíî ç òðàäèö³éíèì ìåòîäîì Êàíñè [11, 19] öåíòðàëüí³ òî÷êè x j , j n�1 2, , ,� ,
íàëåæèòü âèáèðàòè âñåðåäèí³ îáëàñò³: x j D� , j n�1 2, , , ~� , ~n �� , ~n n� , òà íà ¿¿
ìåæ³: x j ��, j n n� �~ , ,1 � . Îáãîâîðåííÿ ðîçòàøóâàííÿ öåíòðàëüíèõ òî÷îê íà-
âåäåíî â ï³äðîçä. 1.2.

Àïðîêñèìàö³ÿ (4) ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè ²ÄÐ×Ï (1) ó òî÷êàõ êîëîêàö³¿ â îá-
ëàñò³ D òà êðàéîâó óìîâó (2) ó òî÷êàõ êîëîêàö³¿ íà ìåæ³ �. Òî÷êè êîëîêàö³¿
çá³ãàþòüñÿ ç öåíòðàëüíèìè òî÷êàìè. Òîä³ íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè a j , j n�1 2, , ,� ,
òà � l , l q�1 2, , ,� , º ðîçâ’ÿçêàìè òàêî¿ íàï³âäèñêðåòíî¿ ñèñòåìè:
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l
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( ), , , ~,

(| | ) ( ) (

x

x x x x

�

� � �
� �
� �

1
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�

� � � i

j

j

n

j l j l j

j n

n

i n n

F K

), ~ , , ,

( )

~

,
( )

,
( )

~

� �

� �
� � �
� �

1

1
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1

�

� � p l ql i( ) , , , ,x � �

�




�
�
��

�

�
�
�
�

0 1 �

(6)

ç êîåô³ö³ºíòàìè

F i n j ni j j
i

,
( ) (| | ) , , , ~, , ,1 1 1� � � � �

�

 �x x x

x x � � ,

F p i n l q
i l l

i
,
( )

, ( ) , , , ~, , , ,2 1 1� � � �
�


 x x x
x � �

òà
K k d i n j ni j i j

D

,
( ) ( , ) (| | ) , , , ~, , ,1 1 1� � � �	 x z z x z� � � ,

(7)

K k p d i n l q
i l i l

D
,
( ) ( , ) ( ) , , , ~, , ,2 1 1� � �	 x z z z � � .
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Îñòàíí³é íàá³ð ð³âíÿíü ó ñèñòåì³ (6) º óìîâîþ îäíîçíà÷íî¿ ïîë³íîì³àëüíî¿

³íòåðïîëÿö³¿ [18, 20]. Íàáëèæåíå îá÷èñëåííÿ êîåô³ö³ºíò³â Ki j,
( )� çà äîïîìîãîþ

â³äïîâ³äíèõ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë ðîçãëÿíóòî â ï³äðîçä. 2.1.
1.2. Ðîçòàøóâàííÿ öåíòðàëüíèõ òî÷îê.
1.2.1. Äâîâèì³ðíèé âèïàäîê. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñò³, ïðèïóñòèìî, ùî

ìåæîâà êðèâà � ìàº òàêó ïàðàìåòðèçàö³þ:

� � � �{ }�( ) ( ( ), ( )), [ , ]s s s s� � �1 2 0 2 . (8)

Öåíòðàëüí³ òî÷êè íà êðèâ³é � ðîçòàøîâàí³ ð³âíîì³ðíî çà ïðàâèëîì

x j
b

j js s
m

j j m m� � � �� ( ), , , , ( )
2

1
�

� � . (9)

Äëÿ ðîçòàøóâàííÿ öåíòðàëüíèõ òî÷îê óñåðåäèí³ îáëàñò³ D çãåíåðóºìî
M �� êðèâèõ

~ ~ ( ), [ , ] , , , ( )�� � � �� � � �{ }� �� s s L L0 2 1 � ,

äå ~�� ��
�

1

1L
, � ��1, , L , — ïàðàìåòðè çìåíøåííÿ.

Öåíòðàëüí³ òî÷êè âñåðåäèí³ îáëàñò³ D ð³âíîì³ðíî ðîçòàøîâàí³ íà çìåíøå-
íèõ êðèâèõ

~
�� çà ïðàâèëîì

x
� �

�
�� � �

,
~ ( ), ~ , , , , , , ~

j
d

j js s
m

j L j m� � � ��
�

�
2

1 1 , (10)

äå ~ [~ ]m m� �� � — ê³ëüê³ñòü öåíòðàëüíèõ òî÷îê íà êðèâ³é
~
�� , [ ]	 — ö³ëà ÷àñòè-

íà ÷èñëà 	.
Îñòàòî÷íî îäåðæóºìî òàêó ìíîæèíó öåíòðàëüíèõ òî÷îê:

{ } { } { }x x xj j
n

j
d

j

L m
j
b

j
m

� � � �
�

1 1 1 1� �
� �

, ,
, ~

, (11)

äå ~ ~n m
L

�
�
� �

� 1

— ê³ëüê³ñòü öåíòðàëüíèõ òî÷îê óñåðåäèí³ îáëàñò³ D, à n n m� �~ —

çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü öåíòðàëüíèõ òî÷îê.
1.2.2. Òðèâèì³ðíèé âèïàäîê. Ïðèïóñòèìî, ùî ìåæîâà ïîâåðõíÿ � ïàðà-

ìåòðèçîâàíà òàê:

� � � � �{�( , ) ( ( , ), ( , ), ( , )), [ , ], [ ,
 � � 
 � � 
 � � 
 � 
 � �1 2 3 0 0 2�]}. (12)

Öåíòðàëüí³ òî÷êè íà ïîâåðõí³ � ð³âíîì³ðíî ðîçòàøîâàí³ çà ïðàâèëîì

x
j j
b

j j j j
m

j
m

j j m
1 2 1 2 1 2

1
1

2
2 1

1

2
1

,
( , ), , , , ,� �

�
� �� 
 � 


�
�

�
� 1 2 21, , , ,j m� � (13)

äå m m1 2, �� , à m m m� 1 2 — çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü öåíòðàëüíèõ òî÷îê íà ìåæ³.
ßê ³ ó äâîâèì³ðíîìó âèïàäêó, öåíòðàëüí³ òî÷êè âñåðåäèí³ îáëàñò³ ð³âíî-

ì³ðíî ðîçòàøîâàí³ íà çìåíøåíèõ øòó÷íèõ ïîâåðõíÿõ çà ïðàâèëîì

x
� � �� � �
, , ,

~ ( , ), , , , , , ~ , ,
j j

d
j j L j m j

1 2 1 2
1 1 11 1 2� � � �� 
 �� � �, ~

,m 2 , (14)

äå ~�� ��
�

1

1L
, 


�
j

m
j

1
1

1
1

�
�~

,�

, �
�

j
m

j
2

2

2
2� ~

,�

; L �� — ê³ëüê³ñòü çìåíøåíèõ

øòó÷íèõ ïîâåðõîíü, ~ [~ ], ~ [~ ], ,m m m m� � � �1 1 2 2� �� � , à ~ ~ ~
, ,n m m

L
�

�� �� �11 2 — çà-

ãàëüíà ê³ëüê³ñòü öåíòðàëüíèõ òî÷îê â îáëàñò³.

130 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2024, òîì 60, ¹ 4



Îòæå, ó òðèâèì³ðíîìó âèïàäêó ìíîæèíà öåíòðàëüíèõ òî÷îê ìàº âèãëÿä

{ } { } {x x xj j
n

j j

d

j j

L m m

j� � � �
�

1 1 1 11 2 1 2

1 2

� �
� � �

, , , ,
, ~ , ~

, ,

1 2 1 2

1 2
1, ,
,

j

b

j j

m m}
�

, (15)

äå n n m� �~ — çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü öåíòðàëüíèõ òî÷îê.
ª òàêîæ ³íø³ ñïîñîáè ðîçòàøóâàííÿ öåíòðàëüíèõ òî÷îê. Îäèí ³ç íèõ ´ðóí-

òóºòüñÿ íà òàê çâàíîìó ï³äõîä³ ô³êòèâíèõ öåíòð³â òà äåìîíñòðóº äóæå òî÷í³ ðå-
çóëüòàòè [13, 14].

2. ÏÎÂÍÀ ÄÈÑÊÐÅÒÈÇÀÖ²ß

Ñèñòåìà (6) ì³ñòèòü ³íòåãðàëüí³ êîåô³ö³ºíòè Ki j,
( )1 ³ Ki j,

( )2 , ùî ìàþòü áóòè îá-

÷èñëåí³ íàáëèæåíî. Íèæ÷å ðîçãëÿíóòî ïàðàìåòðèçàö³þ êðàòíèõ ³íòåãðàë³â òà
çàñòîñóâàííÿ íàëåæíèõ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë.

2.1. Äèñêðåòèçàö³ÿ êðàòíèõ ³íòåãðàë³â.
2.1.1. Äâîâèì³ðíèé âèïàäîê. Ïðèïóñòèìî, ùî ìåæîâà êðèâà � ïàðàìåòðè-

çîâàíà ÿê ó (8) ³ äëÿ îáëàñò³ D ³ñíóº âçàºìíî îäíîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ

~( , ) ( ) : , [ , ) [ , )p � � �t t D� � � �� � � 0 1 0 2 .

Òîä³ êðàòí³ ³íòåãðàëè â (7) ìîæíà çàïèñàòè â ïàðàìåòðè÷í³é ôîðì³

K k t t J t dtdi j i j,
( ) ( , ( )) (| ( ) | ) ( , ) ,1

0

2

0

1

� �		 x x� � � � �

�

� � i n j n� �1 1, , ~, , , ,� �

K k t p t J t dtd i
i l i l,
( ) ( , ( )) ( ( )) ( , ) , ,2

0

2

0

1

1� �		 x � � � �

�

� � � �, ~, , , ,n l q�1

ç J t t t t t( , ) | ( ( ) ( ) ( ) ( )) |� � � � � �� � � �1 2 2 1 .
Äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ ïàðàìåòðèçîâàíèõ êðàòíèõ ³íòåãðàë³â ðîçãëÿ-

íåìî êâàäðàòóðíó ôîðìóëó

~
( , )

~
( ,f t dtd

M
f ti

j

M

i

N

i j� �
�

� �

�

0

2

0

1

0

2 1

12		 ���
�

�

�
'

''

' ' ), (16)

äå N M, �� , � �i i' '� �
1

2
1(~ ), à ~ , , , ,� �i i i N' ' � �1 � , — â³äïîâ³äíî âóçëè òà

âàãè êâàäðàòóðíî¿ ôîðìóëè Ãàóññà–Ëåæàíäðà äëÿ ïðîì³æêó [ , ]�1 1 , t
j

M
j ' �

��
,

� � �j M0 2 1, ,� . Öÿ êâàäðàòóðà îòðèìàíà øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè Ãà-
óññà–Ëåæàíäðà çà çì³ííîþ � òà ôîðìóëè òðàïåö³é çà çì³ííîþ t.

Òîä³ äëÿ ³íòåãðàë³â îòðèìóºìî àïðîêñèìàö³þ

K K
M

k t
i j i j i

j

M

i

N

i i j,
( )

,
( )~

( , (1 1

0

2 1

12
� �

�
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�
��

�
� �'

''

'x � ' ' ' ' ')) (| ( ) | ) ( , )� � �i j j i jt J t� � x ,
(17)

i n j n� �1 1, , ~, , ,� � ;

K K
M

k t
i l i l i

j

M

i

N

i i j,
( )

,
( )~

( , (2 2

0

2 1

12
� �

�

�

�
��

�
� �'

''

'x � ' ' ' ' ')) ( ( )) ( , )p t J tl i j i j� �� ,
(18)

i n l q� �1 1, , ~, , ,� � .
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2.1.2. Òðèâèì³ðíèé âèïàäîê. Ïðèïóñòèìî, ùî ìåæîâà ïîâåðõíÿ � ïàðà-
ìåòðèçîâàíà ÿê ó (12) ³ äëÿ îáëàñò³ D ³ñíóº âçàºìíî îäíîçíà÷íå â³äîáðàæåííÿ

~( , , ) ( , ): , [ , ) [ , ) [ , )p � 
 � � 
 � � �� � � � �� � �D 0 1 0 0 2 .

Òîä³ êðàòí³ ³íòåãðàëè â (7) ìîæíà çàïèñàòè â ïàðàìåòðè÷í³é ôîðì³

K k J d d di j i j,
( ) ( , ( , )) (| ( , ) | ) ( , , )1 � �x x� 
 � � � 
 � � 
 � � 
 �� �

0

2

00
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			 ,

i n j n� �1 1, , ~, , ,� � ,

K k p J d d d
i l i l,
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0

2

� 	 x � 
 � � 
 � � 
 � � 
 �

�

� �
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1 1
�

		 � �, , , ~, , ,i n l q� � ,

ç J ( , , ) |
~

( , , ) |� 
 � � 
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~
( , , )
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 �
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 � �� 
 � �� 
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Äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ ïàðàìåòðèçîâàíèõ êðàòíèõ ³íòåãðàë³â ðîçãëÿ-
íåìî êâàäðàòóðíó ôîðìóëó

~
( , , )f d d d

M i

N N

i
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�

�

��
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2

00

1 2

1 14
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			 � ��
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2 1M

i jf
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� ~ ~
( , , )� � 
 �
 
' ' ' ' , (19)

äå N1, N 2 , M ��, � �i i' '� �(~ ) /1 2, 
 � 

 
' '� �(
~

) /1 2, à ~ , , , ,� �i i i N' ' � �1 1� ,
~


' ,

~�
' , � �
 1 2, ,� N , — âóçëè òà âàãè êâàäðàòóðíî¿ ôîðìóëè Ãàóññà–Ëåæàíä-

ðà äëÿ ïðîì³æêó [ , ]�1 1 ç N1 òà N 2 âóçëàìè â³äïîâ³äíî, �
�

j
j

M
' �

�
,

� � �j M0 2 1, ,� .
Òîä³ äëÿ ³íòåãðàë³â îòðèìóºìî àïðîêñèìàö³þ
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( )~1 1

2

4
� � �

�

�
� � �

�

� � �
i

N N

i

j

M

i i jk

' '

'

'

' ' ' '

1 1 0

2 11 2




 
� � � 
 �~ ( , ( , ))x � � � 
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(| ( , ) | ) ( , , ),i j j i jJ' ' ' ' ' '� � x (20)

i n j n� �1 1, , ~, , ,� � ;

K K
Mi l i l,

( )
,
( )~2 2

2

4
� � �

�

�
� � �

�
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i

N N

i

j

M

i i jk

' '

'

'

' ' ' '

1 1 0
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� � � 
 �~ ( , ( , ))x � p Jl i j i j( ( , )) ( , , ),� 
 � � 
 �
 
' ' ' ' ' '� (21)

i n l q� �1 1, , ~, , ,� � .

2.2. Äèñêðåòíà ñèñòåìà. Îòðèìàâøè äëÿ ³íòåãðàëüíèõ êîåô³ö³ºíò³â ôîð-
ìóëè (17), (18) òà (20), (21), ä³ñòàíåìî ç (6) ïîâí³ñòþ äèñêðåòèçîâàíó
( ) ( )n q n q� � � ñèñòåìó ë³í³éíèõ ð³âíÿíü, ÿêà â ìàòðè÷í³é ôîðì³ ìàº âèãëÿä

A P

A P

P P

f

g

0

d d

b b

d b
T T

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

�

�
� �

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
, (22)

äå � j j� � , j n�1, ,� , � j j� � , j q�1, ,� ; f i if x i n� �( ), , , ~1 � , g i n ig x� �( )~ ,
i m�1, ,� , à 0 — q-êîîðäèíàòíèé íóëü-âåêòîð. Åëåìåíòè ï³äìàòðèöü çàäàí³
ôîðìóëàìè
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( )
~

, , , ~, , ,, ,
( )

,
( )A d i j i j i jF K i n j n� � � �1 1 1 1� � ,

( ) (| | ), , , , , ,, ~A x xb i j n i j i m j n� � � ��� 1 1� � ,

( )
~

, , , ~, , ,, ,
( )

,
( )Pd i j i j i jF K i n j q� � � �2 2 1 1� � ,

( ) ( ), , , , , ,, ~P xb i j j n ip i m j q� � �� 1 1� � .

Çíàéøîâøè êîåô³ö³ºíòè � j ³ � l ³ç ñèñòåìè (22) ìåòîäîì Ãàóññà, îäåðæèìî
íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), (2) çà ôîðìóëîþ (4).

3. ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ ÔÎÐÌÈ ÇÀ ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ ÃÅÍÅÒÈ×ÍÎÃÎ ÀËÃÎÐÈÒÌÓ

Âèá³ð ïàðàìåòðà ôîðìè ÐÁÔ º âàæëèâèì äëÿ äîñÿãíåííÿ îïòèìàëüíîãî ðåçóëü-
òàòó. Äëÿ çä³éñíåííÿ öüîãî âèáîðó áóëî çàïðîïîíîâàíî äåê³ëüêà àëãîðèòì³â
[13, 14]. Äëÿ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ôîðìè ó öüîìó ðîçä³ë³ ðîçãëÿíóòî ä³éñíîç-
íà÷íèé ãåíåòè÷íèé àëãîðèòì. ßê â³äîìî, ãåíåòè÷íèé àëãîðèòì [15, 16] — öå ìå-
òîä ñòîõàñòè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿, ÿêèé êåðóº ïîïóëÿö³ºþ ³íäèâ³ä³â, ïðåäñòàâëåíèõ
ó âèãëÿä³ ä³éñíèõ ÷èñåë. Ùîá ïîð³âíÿòè ³íäèâ³äè, ïîòð³áíî âèçíà÷èòè ôóíê-
ö³þ äîïàñîâàíîñò³ (âàðòîñò³), ÿêà ïîâ’ÿçóº ç êîæíèì ³íäèâ³äîì ïåâíå äîäàòíå
÷èñëî. Ìåòà ãåíåòè÷íîãî àëãîðèòìó — çíàéòè ³íäèâ³äà ç íàéìåíøèì çíà÷åí-
íÿì äîïàñîâàíîñò³.

Ãåíåòè÷íèé àëãîðèòì — öå ³òåðàö³éíèé ìåòîä, ÿêèé ïî÷èíàºòüñÿ ç âèïàäêî-
âî çãåíåðîâàíî¿ ïîïóëÿö³¿ ³íäèâ³ä³â ³ çàñòîñîâóº ãåíåòè÷í³ îïåðàòîðè äëÿ ñòâî-
ðåííÿ íîâî¿ ïîïóëÿö³¿ íà îñíîâ³ íàÿâíî¿. ²íäèâ³ä³â, ÿê³ äàþòü íàùàäê³â äëÿ íîâî¿
ïîïóëÿö³¿, â³äáèðàþòü ìåòîäîì ðóëåòêè. Ïîòîìñòâî ñòâîðþºòüñÿ øëÿõîì çàñòî-
ñóâàííÿ îïåðàòîðà ñõðåùóâàííÿ òà íåð³âíîì³ðíî¿ ìóòàö³¿ äî âèáðàíèõ
áàòüê³âñüêèõ ³íäèâ³ä³â (äèâ. [16]). Êð³ì òîãî, âèêîðèñòîâóºòüñÿ ìîäåëü åë³òàð-
íîñò³ äëÿ ïðîñóâàííÿ íàéêðàùèõ ³íäèâ³ä³â äî íàñòóïíî¿ ïîïóëÿö³¿. Ïðîöåñ çóïè-
íÿºòüñÿ ó ðàç³ äîñÿãíåííÿ ìàêñèìàëüíî¿ ê³ëüêîñò³ ³òåðàö³é àáî â³äñóòíîñò³
ïîêðàùåííÿ â ìåæàõ ïîïåðåäíüî âèçíà÷åíî¿ ê³ëüêîñò³ ³òåðàö³é.

²íäèâ³ä, çàêîäîâàíèé ä³éñíèì ÷èñëîì, ïðåäñòàâëÿº øóêàíèé ïàðàìåòð ôîð-
ìè �, ï³ñëÿ öüîãî ðîçãëÿäàºòüñÿ ôóíêö³ÿ äîïàñîâàíîñò³ âèãëÿäó

� �

�

(� )

| ( ) ( ) |

| ( ) |

� , � , �

�

�

�

�
�

�

�

�

u g

g

n q x x

x

x

x

2

2
, (23)

äå un q� , � , �� — íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), (2), çíàéäåíèé çà ôîðìóëîþ (4),
êîëè íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè º ðîçâ’ÿçêàìè ñèñòåìè (22) äëÿ �n öåíòðàëüíèõ òî-
÷îê, ïîë³íîì³àëüíîãî áàçèñó ïîðÿäêó �q òà ïàðàìåòðà ôîðìè ��. Ïàðàìåòðè �n ³
�q º ô³êñîâàíèìè òà º ïàðàìåòðàìè ãåíåòè÷íîãî àëãîðèòìó. Äëÿ îá÷èñëåííÿ
ïîõèáêè (23) ãåíåðóþòüñÿ òåñòîâ³ òî÷êè, ð³âíîì³ðíî ðîçòàøîâàí³ íà ìåæ³ �.
Êîíô³ãóðàö³þ ïàðàìåòð³â ãåíåòè÷íîãî àëãîðèòìó íàâåäåíî â ðîçä. 4.

4. ×ÈÑÅËÜÍ² ÅÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÈ

Ïðî³ëþñòðóºìî çàñòîñóâàííÿ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó ÷îòèðìà ïðèêëàäàìè.
Ó ïåðøèõ äâîõ ïðèêëàäàõ íàâåäåíî ðåçóëüòàòè äëÿ äâîâèì³ðíèõ îáëàñòåé, ó
íàñòóïíèõ ïðèêëàäàõ — äëÿ òðèâèì³ðíèõ. Êð³ì òîãî, ó ïðèêëàä³ 1 ïðîäåìîí-
ñòðîâàíî ïåðåâàãè çàñòîñóâàííÿ ïîë³íîì³àëüíîãî áàçèñó, à òàêîæ õîðîø³ ðå-
çóëüòàòè äëÿ âèáðàíîãî çà ãåíåòè÷íèì àëãîðèòìîì ïàðàìåòðà ôîðìè. Â óñ³õ
ïðèêëàäàõ âèêîðèñòàíî ìóëüòèêâàäðàòè÷í³ ÐÁÔ (3). Ê³ëüê³ñòü âóçë³â êâàäðà-
òóðíèõ ôîðìóë Ãàóññà–Ëåæàíäðà òà òðàïåö³é ó (16) ³ (19) äîð³âíþº N N� �1
� �N 2 8 òà M � 32 â³äïîâ³äíî. Îö³íêó òî÷íîñò³ çíàéäåíî çà ôîðìóëîþ äëÿ
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â³äíîñíî¿ ïîõèáêè

E

u u

u
n

n ex

D

ex

D

�

�
�

�

�

�

| ( ) ( ) |

| ( ) |

x x

x

x

x

2

2
, (24)

äå un — íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê, çíàéäåíèé çà ôîðìóëîþ (4), à uex — òî÷íèé
ðîçâ’ÿçîê. Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîõèáêè (24) çãåíåðîâàíî áëèçüêî 3000 òåñòîâèõ
âóçë³â, ð³âíîì³ðíî ðîçòàøîâàíèõ â îáëàñò³ D.

Äëÿ ãåíåòè÷íîãî àëãîðèòìó âèêîðèñòàíî òàê³ ïàðàìåòðè: ðîçì³ð ïîïó-
ëÿö³¿ — 20; ìàêñèìàëüíà ê³ëüê³ñòü ³òåðàö³é — 50; ìàêñèìàëüíà ê³ëüê³ñòü ³òå-
ðàö³é áåç çì³í — 10; éìîâ³ðí³ñòü ñõðåùåííÿ — 80 %; éìîâ³ðí³ñòü ìóòàö³¿ —
10%; ìàêñèìàëüíèé ïîðÿäîê ïîë³íîì³àëüíîãî áàçèñó — �q � 3; ê³ëüê³ñòü åë³òàð-
íèõ ³íäèâ³ä³â — 10 %; ê³ëüê³ñòü öåíòðàëüíèõ òî÷îê �n � 55 ( , )m L� �14 6 äëÿ äâî-
âèì³ðíèõ îáëàñòåé ³ �n � 66 ( , )m m L1 2 6 4� � � äëÿ òðèâèì³ðíèõ îáëàñòåé; äîïóñ-
òèìèé ä³àïàçîí äëÿ ïàðàìåòðà � — [0.1, 1.5].

Ïðèêëàä 1. Ìåæà ïëîñêî¿ îáëàñò³ D (ðèñ 1, à) º îäèíè÷íèì êîëîì ç òàêîþ
ïàðàìåòðèçàö³ºþ: � � � �{ }�( ) (cos , sin ), [ , ]s s s s 0 2� .

Ðîçãëÿíåìî ÿäðî k D( , ) | | , ,x y x y x y� � �2 . Íåõàé ôóíêö³ÿ

u Dex ( ) | | ,x x x� � �2 1 ,

º òî÷íèì ðîçâ’ÿçêîì. Òîä³ äëÿ ìåæîâî¿ ôóíêö³¿ g ìàºìî g uex( ) ( )x x� , x ��,
à ôóíêö³þ äæåðåëà f îäåðæóºìî ï³äñòàíîâêîþ òî÷íîãî ðîçâ’ÿçêó â ð³âíÿí-

íÿ (1) (ïîäâ³éíèé ³íòåãðàë çíàéäåíî òî÷íî): f ( ) ( | | )x x� � � �
�

6
3 1 42 , x �D .

Öåíòðàëüí³ âóçëè ðîçòàøîâàí³ çà ïðàâèëîì (11) ³ äëÿ n � 54 ( , )m L� �16 5
çîáðàæåí³ íà ðèñ. 1, à. Â³äíîñí³ ïîõèáêè, îá÷èñëåí³ çà ôîðìóëîþ (24) äëÿ
ð³çíèõ ñòåïåí³â ïîë³íîì³â q òà ïàðàìåòðà � � 0.79, íàâåäåíî íà ðèñ. 2, à.

Ó ðàç³ q � 0 ïîë³íîì³àëüíèé áàçèñ â àïðîêñèìàö³¿ (4) íå âèêîðèñòîâóºòüñÿ.
Ïðîâåäåí³ ðîçðàõóíêè ñâ³ä÷àòü ïðî òå, ùî äëÿ q � 0 ðåçóëüòàòè º êðàùèìè òà, äî
òîãî æ, ìàéæå îäíàêîâèìè äëÿ q � 3 òà q � 5. Òîìó â íàñòóïíèõ ïðèêëàäàõ äëÿ
äâîâèì³ðíèõ îáëàñòåé âèêîðèñòàíî ïîë³íîì³àëüíèé áàçèñ ñòåïåíÿ q � 3. Íà
ðèñ. 2, á íàâåäåíî â³äíîñí³ ïîõèáêè äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà ôîðìè �,
ÿêùî q � 3 . Äëÿ ìàëîãî çíà÷åííÿ � � 0.5 òà íåâåëèêîãî ÷èñëà öåíòðàëüíèõ òî÷îê
n îäåðæàíî õîðîø³ ðåçóëüòàòè, îäíàê ç³ çá³ëüøåííÿì n ðåçóëüòàòè º ìåíø òî÷-
íèìè âíàñë³äîê ïîãàíî¿ îáóìîâëåíîñò³ ñèñòåìè (22). Ó ðàç³ � � 1.5 çá³æí³ñòü
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Ðèñ. 1. Îáëàñòü D òà ðîçòàøóâàííÿ öåíòðàëüíèõ âóçë³â: ïðèêëàä 1 (à); ïðèêëàä 2 (á)

x2 x2

x1 x1

�
x

�
x

à á



ïîâ³ëüíà. Äëÿ ïàðàìåòðà � � 0.79, îäåðæàíîãî çà äîïîìîãîþ ãåíåòè÷íîãî àëãî-
ðèòìó, òî÷í³ñòü õîðîøà ÿê äëÿ ìàëèõ, òàê ³ äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü n.

Íà ðèñ. 3 íàâåäåíî òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê uex , íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê un òà àáñî-
ëþòí³ ïîõèáêè â îáëàñò³ D äëÿ n � 342 ( , )m L� �32 20 , q � 3 òà � � 0.79.

Â³äíîñí³ ïîõèáêè â îáëàñò³ D, îá÷èñëåí³ çà ôîðìóëîþ (24) äëÿ ð³çíèõ çíà-
÷åíü öåíòðàëüíèõ òî÷îê n, íàâåäåíî â òàáë. 1.
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Ðèñ. 2. Â³äíîñí³ ïîõèáêè äëÿ ð³çíèõ q òà � ó ïðèêëàä³ 1: çàëåæí³ñòü ïîõèáêè â³ä q (à); çàëåæí³ñòü
ïîõèáêè â³ä � (á)

à á

En En

n n

q � 0
q � 3
q � 5

� � 0.79
� � 0.5
� � 1
� � 1.5

Ðèñ. 3. Ðîçâ’ÿçêè â îáëàñò³ D äëÿ n � 342 ó ïðèêëàä³ 1: íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê un (à); òî÷íèé
ðîçâ’ÿçîê uex (á); àáñîëþòí³ ïîõèáêè (â)

à á

â

x1x1

x1

x2 x2

x2



Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî òåïåð îáëàñòü D ñêëàäí³øî¿ êîíô³ãóðàö³¿ (äèâ.
ðèñ. 1, á) ç ìåæåþ

� � � � � �{ }� �( ) (cos , sin . sin . ), [ , ]s s s s s05 05 0 22 .

Íåõàé ³íòåãðàëüíå ÿäðî k x y( , )x y � �1 1, x y, �D , ³ òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê

u x x Dex ( ) ,x x� � �
1
5

2
4 .

Òîä³ ìåæîâà ôóíêö³ÿ g ³ ôóíêö³ÿ äæåðåëà f ìàòèìóòü âèãëÿä

g uex( ) ( ),x x x� ��, f x x x D( ) ,x x� � � � � �20
311

2048
12

5

641
3

1 2
2� � .

Öåíòðàëüí³ òî÷êè ðîçòàøîâàí³ çà ïðàâèëîì (11) ³ äëÿ n � 54 (m �16, L � 5)
çîáðàæåí³ íà ðèñ. 1, á. Ïàðàìåòð � � 0.75 âèáðàíî çà ãåíåòè÷íèì àëãîðèòìîì;
ïîðÿäîê ïîë³íîì³àëüíîãî áàçèñó q � 3.

Íà ðèñ. 4 çîáðàæåíî òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê uex , íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê un òà àá-
ñîëþòí³ ïîõèáêè â îáëàñò³ D äëÿ n � 342 ( , )m L� �32 20 .
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Ò à á ë è ö ÿ 1. Â³äíîñí³ ïîõèáêè, îá÷èñëåí³ çà ôîðìóëîþ (24) (ïðèêëàäè 1 ³ 2)

m L
~
n n

En

ïðèêëàä 1 ïðèêëàä 2

16 5 38 54 4.2e� 05 1.4e� 02

32 10 155 187 2.0e� 08 8.8e� 05

32 20 310 342 2.8e�09 1.4e�05

Ðèñ. 4. Ðîçâ’ÿçêè â îáëàñò³ D äëÿ n � 342 ó ïðèêëàä³ 2: íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê un (à); òî÷íèé
ðîçâ’ÿçîê uex (á); àáñîëþòí³ ïîõèáêè (â)

à

x1

x2

á

â

x1

x1

x2

x2



Â³äíîñí³ ïîõèáêè â îáëàñò³ D, îá÷èñëåí³ çà ôîðìóëîþ (24) äëÿ ð³çíèõ çíà-
÷åíü öåíòðàëüíèõ òî÷îê n, ïðåäñòàâëåíî â òàáë. 1.

Ïðèêëàä 3. Ðîçãëÿíåìî òåïåð òðèâèì³ðíèé âèïàäîê. Ìåæåþ îáëàñò³ D

º îäèíè÷íà ñôåðà (ðèñ. 5, à):

� � � � �{� 
 � 
 � 
 � 
 
 � � �( , ) (sin cos , sin sin , cos ), [ , ], [ ,0 0 2 ]}.

Íåõàé ³íòåãðàëüíå ÿäðî k ( , ) | |x y x y� � 2 , x y, �D, ³ òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê

u Dex ( ) | | ,x x x� � �2 1 .

Òîä³ ìåæîâà ôóíêö³ÿ g ³ ôóíêö³ÿ äæåðåëà f ìàòèìóòü âèãëÿä

g uex( ) ( )x x� , x x x x� � � � � ��, ( ) | | ,f D
8

15

8

35
62� � .

Öåíòðàëüí³ òî÷êè ðîçòàøîâàí³ çà ïðàâèëîì (15) ³ äëÿ n � 62 ( ,m m1 2 8� �
L � 4) çîáðàæåí³ íà ðèñ. 5, à. Ïàðàìåòð � � 0.8 âèáðàíî çà ãåíåòè÷íèì àëãîðèò-
ìîì; ïîðÿäîê ïîë³íîì³àëüíîãî áàçèñó q � 4.

Íà ðèñ. 6 çîáðàæåíî òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê uex , íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê un òà àá-
ñîëþòí³ ïîõèáêè â îáëàñò³ D äëÿ ô³êñîâàíîãî x3 � 0.5 òà n � 844
( , )m m L1 2 16 8� � � .

Â³äíîñí³ ïîõèáêè â îáëàñò³ D , îá÷èñëåí³ çà ôîðìóëîþ (24) äëÿ ð³çíèõ çíà-
÷åíü öåíòðàëüíèõ òî÷îê n, íàâåäåíî â òàáë. 2.

Ïðèêëàä 4. Ðîçãëÿíåìî ñêëàäí³øó òðèâèì³ðíó îáëàñòü D (äèâ. ðèñ. 5, á)
ç ìåæåþ

� � � �{�( , ) ( , )(sin cos , sin sin , cos ), [ , ],
 � � 
 � 
 � 
 � 
 
 � �0 �[ , ]0 2� },

äå � 
 �( , ) � 0.2( . . cos( ) )0 6 4 25 2 3� � 
 .

Íåõàé ³íòåãðàëüíå ÿäðî k ( , ) | |x y x y� � 2 , x y, �D, ìåæîâà ôóíêö³ÿ

g x( )x � 1, x ��, òà ôóíêö³ÿ äæåðåëà f ( ) | |x x� 2 2 , x �D. Òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê uex

íåâ³äîìèé.
Öåíòðàëüí³ òî÷êè ðîçòàøîâàí³ çà ïðàâèëîì (15) ³ äëÿ n � 62 ( ,m m1 2 8� �

L � 4) çîáðàæåí³ íà ðèñ. 5, á. Ïàðàìåòð � � 0.9 âèáðàíî çà ãåíåòè÷íèì àëãîðèò-
ìîì; ïîðÿäîê ïîë³íîì³àëüíîãî áàçèñó q � 4.
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Ðèñ. 5. Îáëàñòü D òà ðîçòàøóâàííÿ öåíòðàëüíèõ âóçë³â x j : ïðèêëàä 3 (à); ïðèêëàä 4 (á)

à

x1

x2

á

x3 x3

x2
x1

�
x

�
x



Îñê³ëüêè òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê íåâ³äîìèé, òî ðîçãëÿíóòî äâ³ òåñòîâ³ òî÷êè

z( ) ( , . , . )1 0 01 01� ³ z( ) ( . , . , . )2 01 02 0 4� �

òà ïðîäåìîíñòðîâàíî çá³æí³ñòü, êîëè çðîñòàº ê³ëüê³ñòü öåíòðàëüíèõ òî÷îê (òàáë. 3).
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Ðèñ. 6. Ðîçâ’ÿçêè â îáëàñò³ D äëÿ n � 844 ó ïðèêëàä³ 3: íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê un (( , , . ) )� � 0 5 T (à);
òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê uex (( , , . ) )� � 0 5 T (á); àáñîëþòí³ ïîõèáêè (â)

à

x1

x2

á

â

x1

x1

x2

x2

Ò à á ë è ö ÿ 2 . Â³äíîñí³ ïîõèáêè, îá÷èñëåí³ çà ôîðìóëîþ (24) (ïðèêëàä 3)

m m1 2� L
~
n n En

4 2 5 21 1.0e–01

8 4 62 126 5.4e–03

12 5 220 364 1.5e–05

16 8 588 844 2.4e–06

20 10 1185 1585 2.2e–07

Ò à á ë è ö ÿ 3. Íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê un ó òåñòîâèõ òî÷êàõ (ïðèêëàä 4)

m m1 2� L
~
n n un ( )( )z 1

un ( )( )z 2

4 2 5 21 0.0075861 �0.096295

8 4 62 126 0.0061447 �0.097027

12 5 220 364 0.0064012 �0.097575

16 8 588 844 0.0065861 �0.097319

20 10 1185 1585 0.0065980 �0.097352



Óñ³ ÷èñåëüí³ ðîçðàõóíêè çãåíåðîâàíî â ñèñòåì³ Octave òà ïðîâåäåíî íà ðî-
áî÷³é ñòàíö³¿ íà áàç³ ïðîöåñîðà Intel(R) Core(TM) i7 CPU ç ÷àñòîòîþ 2.60 GHz.
Îá÷èñëþâàëüíèé ÷àñ ó äâîâèì³ðíîìó âèïàäêó äëÿ n � 342 ñòàíîâèòü 50 ñ, ó òðè-
âèì³ðíîìó âèïàäêó äëÿ n � 342 — 500 ñ.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ÐÁÔ äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ Ä³ð³õëå äëÿ
²ÄÐ×Ï. Íåâ³äîìó ôóíêö³þ àïðîêñèìîâàíî ë³í³éíîþ êîìá³íàö³ºþ ÐÁÔ ó âèáðà-
íèõ öåíòðàëüíèõ òî÷êàõ òà ë³í³éíîþ êîìá³íàö³ºþ ïîë³íîì³àëüíèõ áàçèñíèõ
ôóíêö³é. Êîëîêàö³ÿ â öåíòðàëüíèõ òî÷êàõ çóìîâëþº ðîçâ’ÿçàííÿ íàï³âäèñêðå-
òèçîâàíî¿ ñèñòåìè äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â. Îòðèìàíó ñèñòåìó
ïîâí³ñòþ äèñêðåòèçîâàíî øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ äî ³íòåãðàëüíèõ êîåô³ö³ºíò³â
êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë Ãàóññà–Ëåæàíäðà òà òðàïåö³é. Ðîçïîä³ë öåíòðàëüíèõ òî-
÷îê çàïðîïîíîâàíî ÿê ó äâîâèì³ðí³é, òàê ³ â òðèâèì³ðí³é îáëàñòÿõ, à ïàðàìåòð
ôîðìè âèáðàíî çà äîïîìîãîþ ä³éñíîçíà÷íîãî ãåíåòè÷íîãî àëãîðèòìó. ×èñåëüí³
ïðèêëàäè ÿê ó äâî-, òàê ³ â òðèâèì³ðíèõ îáëàñòÿõ ï³äòâåðäæóþòü çàñòîñîâí³ñòü
³ íèçüêó îá÷èñëþâàëüíó âàðò³ñòü çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó.
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I. Borachok, O. Palianytsia, R. Chapko
METHOD OF RADIAL BASIS FUNCTIONS FOR A PARTIAL
INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATION OF DIFFUSION WITH NON-LOCAL EFFECTS

Abstract. The method of radial basis functions for the numerical solution of the partial
integro-differential equation in multi-dimensional domains is considered. A linear combination
of radial basis functions at specific center points and a linear combination of polynomial basis
functions are employed to approximate the problem’s solution. The distribution of the center
points is proposed for both two and three-dimensional domains. Collocating at the center
points leads to the semi-discretized system that contains integral coefficients. Integral
coefficients are calculated numerically using the Gauss-Legendre and trapezoidal quadrature
rules. A shape parameter is determined by a real-coded genetic algorithm. Numerical results
both in two- and three-dimensional domains confirm the applicability of the proposed
approach.

Keywords: elliptic partial integro-differential equation, radial basis functions, polynomial basis,
genetic algorithm.
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