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ÊÅÐÎÂÀÍ² ÑÒÎÕÀÑÒÈ×Í² ÑÈÑÒÅÌÈ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî êåðîâàí³ ìàðêîâñüê³ òà íàï³âìàðêîâñüê³ ïðîöåñè ³ ñèñòåìè. Íà-
âåäåíî îãëÿä ïðèêëàäíèõ çàäà÷ êåðóâàííÿ çàïàñàìè. Ðîçãëÿíóòî îäíî- òà áàãàòîíî-
ìåíêëàòóðí³ ìîäåë³ ç ð³çíèìè òèïàìè ôóíêö³¿ âèòðàò òà êðèòåð³ÿìè îïòèìàëüíîñò³.
Äîñë³äæåíî óìîâè îïòèìàëüíîñò³ òà âèãëÿä îïòèìàëüíèõ ñòðàòåã³é ó öèõ çàäà÷àõ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìàðêîâñüê³ ïðîöåñè, íàï³âìàðêîâñüê³ ïðîöåñè, êåðóâàííÿ çàïàñàìè,
( , )s S -ñòðàòåã³ÿ, êðèòåð³é îïòèìàëüíîñò³, îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ.

Êåðîâàí³ ìàðêîâñüê³ òà íàï³âìàðêîâñüê³ ïðîöåñè ³ ñèñòåìè øèðîêî
âèêîðèñòîâóþòüñÿ ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ áàãàòüîõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ â
ð³çíèõ ãàëóçÿõ òåõí³êè é åêîíîì³êè. Ó ñòàòò³ ðîçãëÿíóòî ìåòîäè é àëãîðèòìè,
ÿê³ ³ñòîòíî âèêîðèñòîâóþòü ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ ³ñíóâàííÿ îïòèìàëüíèõ
ðîçâ’ÿçê³â äëÿ êåðîâàíèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñ³â ³ ïîë³â. Äîñë³äæåíî ìåòîäè é
àëãîðèòìè çíàõîäæåííÿ îòèìàëüíèõ ñòðàòåã³é äëÿ íèçêè çàäà÷ òåîð³¿ çàïàñ³â.

1. ÊÅÐÎÂÀÍ² ÂÈÏÀÄÊÎÂ² ÏÐÎÖÅÑÈ

Íàâåäåìî äåÿê³ â³äîìîñò³ ç òåîð³¿ êåðóâàííÿ âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè, ÿê³
çíàäîáëÿòüñÿ íàäàë³. Ðîçãëÿíåìî êåðîâàíó ñòîõàñòè÷íó ñèñòåìó ç äèñêðåòíèì
÷àñîì (ñèñòåìà ç âèïàäêîâèìè âïëèâàìè ó âèïàäêîâ³ ìîìåíòè ÷àñó), ùî êåðóºòüñÿ
ó äåÿêèé ñïîñ³á çàäëÿ ì³í³ì³çàö³¿ âèòðàò, ïîâ’ÿçàíèõ ³ç ñèñòåìîþ êåðóâàííÿ.

Íåõàé X ³ A — ìíîæèíè ñòàí³â ³ êåðóâàíü, X — ôàçîâèé ïðîñò³ð (ïðîñò³ð
ñòàí³â) ñòîõàñòè÷íîãî ïðîöåñó X X nn� ��( : ) , ÿêèé îïèñóº ðîçâèòîê ñèñòåìè
â ÷àñ³, A — ïðîñò³ð ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü. Ïðîñòîðè X ³ A º ïîâíèìè
ñåïàðàáåëüíèìè ìåòðè÷íèìè ïðîñòîðàìè ç áîðåë³âñüêèìè �-àëãåáðàìè � ³ �
â³äïîâ³äíî. ßêùî â ìîìåíò ÷àñó n�� ñèñòåìà ïåðåáóâàº ó ñòàí³ x X� , òî
ïðèéìàþòü ð³øåííÿ D an � , a Ax� ��, äå Ax — íàá³ð äîïóñòèìèõ ä³é ó ñòàí³ x .
Ïîçíà÷èìî A X: ��, x Ax� â³äîáðàæåííÿ, ùî ïîâ’ÿçóº íàá³ð äîïóñòèìèõ ä³é ³ç
â³äïîâ³äíèì ñòàíîì ñèñòåìè. Ââàæàòèìåìî, ùî � � � � �{ }( , ), ,x a x X a Ax
� �	�( ) — áîðåë³âñüê³ ï³äìíîæèíè ïðîñòîðó X A
 .

1.1. Êåðîâàí³ ìàðêîâñüê³ ïðîöåñè. Âèïàäêîâà åâîëþö³ÿ ñèñòåìè êåðóºòüñÿ
ìíîæèíîþ ïåðåõ³äíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé

P B x an n{ }| , � P X B X x D a X x D an n n n n{ }� � � � � �1 0 0 0 0| , , ..., , ,

äå B ��, ( , )x ak k �� ³ xk — ñòàí ñèñòåìè â ìîìåíò ÷àñó k, ak — âèáðàíå
êåðóâàííÿ â ìîìåíò ÷àñó k, k n� .

Ïîçíà÷èìî r x a( , ) âèòðàòè çà îäèí ïåð³îä, ÿêùî ñèñòåìà ïåðåáóâàº ó ñòàí³ x íà
ïî÷àòêó ïåð³îäó ³ ïðèéìàºòüñÿ ð³øåííÿ a Ax� . Áóäåìî ââàæàòè, ùî ôóíêö³ÿ r x a( , ) —
îáìåæåíà âèì³ðíà ôóíêö³ÿ íà � , | ( , )|r x a C� 
< , ( , )x a �� , äëÿ äåÿêîãî 0 < C <
.

Çàãàëüíîþ äîïóñòèìîþ ñòðàòåã³ºþ êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ º ïîñë³äîâí³ñòü
� � � �� { }0 1, , ..., ,n � éìîâ³ðí³ñíèõ ðîçïîä³ë³â òàêà, ùî éìîâ³ðí³ñíà ì³ðà
�n nx a x( | , , ..., )� 0 0 íà ( , )A � çîñåðåäæåíà íà Axn

.
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Ñòðàòåã³ÿ � íàçèâàºòüñÿ ñòàö³îíàðíî¿ ìàðêîâñüêîþ, ÿêùî �n nx a x( | , , ..., )� �0 0
� ��( | )xn , n � 0 1, , .. . . Ñòàö³îíàðíà ìàðêîâñüêà ñòðàòåã³ÿ º äåòåðì³íîâàíîþ, ÿêùî ì³ðà
�( | )� x çîñåðåäæåíà â òî÷ö³ äëÿ áóäü-ÿêîãî x X� . Ïîçíà÷èìî �( )x òî÷êó êîíöåíòðàö³¿

ìàñè �( | )� x .
Íåõàé � — êëàñ äîïóñòèìèõ ñòðàòåã³é ³ �1 — êëàñ ñòàö³îíàðíèõ

íåðàíäîì³çîâàíèõ ñòðàòåã³é.
Ðîçãëÿíåìî äâà êðèòåð³¿ îïòèìàëüíîñò³ ñòðàòåã³é:
1. Ñåðåäíÿ âàðò³ñòü äëÿ âèáðàíî¿ ñòðàòåã³¿ �

� � �( , ) lim ( , )x
n

E r X D
n

x k

k

n

k�
��
 �

�sup
1

1 0

;

2. Î÷³êóâàíà (äèñêîíòîâàíà) çàãàëüíà âàðò³ñòü ³ç � �( , )0 1 ³ ñòðàòåã³ºþ �

� � ��
�( , ) ( , )õ E r x Dx

k

k

k k�
�




�
0

,

äå Ex
� ( )� — ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ çà éìîâ³ðí³ñíîþ ì³ðîþ, ùî ³íäóêîâàíà

ñòðàòåã³ºþ êåðóâàííÿ �.
Ñòðàòåã³ÿ �* º îïòèìàëüíîþ çà öèìè êðèòåð³ÿìè, ÿêùî � � � �

�
( , ) ( , )*x x�

��
inf

(�-îïòèìàëüíîþ) àáî � � � ��
�

�( , *) ( , )õ õ�
��

inf (� �-îïòèìàëüíîþ).

Ïîçíà÷èìî �( )X áàíàõ³â ïðîñò³ð îáìåæåíèõ âèì³ðíèõ çà Áîðåëåì ôóíêö³é
íà X ç íîðìîþ || || | ( )|u u x

x X
�

�
sup .

Ïåðøîþ çàäà÷åþ, ùî âèíèêàº, º çíàõîäæåííÿ óìîâ ³ñíóâàííÿ �-îïòèìàëüíèõ
³ ��-îïòèìàëüíèõ ñòðàòåã³é ó òîìó ÷è ³íøîìó êëàñ³ ìíîæèíè êåðóâàíü. Òóò ñë³ä
ðîçð³çíÿòè, ÿê³ óìîâè íàêëàäåíî íà ìíîæèíè ñòàí³â ³ êåðóâàíü äëÿ äîâåäåííÿ öèõ
òåîðåì. Íàéïðîñò³øèì º âèïàäîê, êîëè X ³ A º ñê³í÷åííèìè. Äëÿ öüîãî âèïàäêó
òåîðåìó ïðî ³ñíóâàííÿ îïòèìàëüíî¿ ñòðàòåã³¿ ó êëàñ³ äåòåðì³íîâàíèõ ñòðàòåã³é
äîâåäåíî â [1]. Äîâåäåííÿ çä³éñíåíî øëÿõîì áåçïîñåðåäíüî¿ ïåðåâ³ðêè
îïòèìàëüíîñò³ äåÿêîãî ð³øåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ð³âíÿííÿ îïòèìàëüíîñò³,
ïîáóäîâàíîãî íà îñíîâ³ ìåòîäó äèíàì³÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ.

Çíà÷íî á³ëüø ñêëàäíîþ âèÿâèëàñÿ çàäà÷à äîâåäåííÿ îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ äëÿ âèïàäêó, êîëè õî÷à á îäíà ç ìíîæèí X ³ A íå áóäå ñê³í÷åííîþ.
Ó ðàç³ êîìïàêòíîñò³ àáî çë³÷åííîñò³ ìíîæèí X ³ A òâåðäæåííÿ ïðî ³ñíóâàííÿ
îïòèìàëüíèõ ñòðàòåã³é ó êëàñ³ ñòàö³îíàðíèõ íåðàíäîì³çîâàíèõ ñòðàòåã³é âïåðøå
îòðèìàíî ó [2–4] ³ ïîò³ì äîñë³äæåíî áàãàòüìà ìàòåìàòèêàìè. Äåòàëüíó
á³áë³îãðàô³þ íàâåäåíî, íàïðèêëàä, ó [5].

Òåîðåìà 1 [2, 3]. Íåõàé ïðîñò³ð êåðóâàíü A º êîìïàêòíèì ³ â³äîáðàæåííÿ
A X: ��, x Ax� , º íàï³âíåïåðåðâíèì çâåðõó. Íåõàé ³ñíóº ì³ðà � íà ( , )X � ,
�( )X > 0 , òàêà, ùî äëÿ ïåðåõ³äíî¿ éìîâ³ðíîñò³ P x( | )�

P B x B{ | } ( )� � , ( , )x a ��, B ��.

Äî òîãî æ íåõàé íà ìíîæèí³ � òàêîæ âèêîíàíî òàê³ óìîâè:
1) ôóíêö³ÿ âàðòîñò³ r x a( , ) íåïåðåðâíà (íàï³âíåïåðåðâíà çâåðõó) çà ( , )x a ;
2) éìîâ³ðí³ñòü ïåðåõîäó P x a( | , )� ñëàáêî íåïåðåðâíà çà ( , )x a .
Òîä³ ó êëàñ³ �1 ³ñíóº ñòàö³îíàðíà íåðàíäîì³çîâàíà �-îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ ç

ì³í³ìàëüíîþ âàðò³ñòþ
W V x dx� � ( ) ( )� ,

äå V x( ) — ºäèíà â �( )X ³ âèçíà÷àºòüñÿ ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ îïòèìàëüíîñò³

V x r x a V x P dy x a
a Ax

( ) ( , ) ( ) ( | , )� � �
� �inf { } , x X� ,

äå � �P B x a( | , ) P B x a B( | , ) ( )� � , B ��.
Çàóâàæåííÿ 1. Óìîâè íà ìíîæèíè X ³ A ìîæóòü áóòè é ³íøèìè, âîäíî÷àñ

ìîæíà îäåðæóâàòè ð³çí³ âàð³àíòè òåîðåì ³ñíóâàííÿ îïòèìàëüíèõ ñòðàòåã³é.
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Íàïðèêëàä, ìîæíà ïðèïóñêàòè, ùî X º êîìïàêòíîþ, à A — ñê³í÷åííîþ àáî
X º çë³÷åííîþ, à A — êîìïàêòíîþ. Ó öüîìó âèïàäêó òàêîæ ñïðàâäæóºòüñÿ
òâåðäæåííÿ ïðî ³ñíóâàííÿ îïòèìàëüíî¿ ñòðàòåã³¿ ó êëàñ³ ñòàö³îíàðíèõ
íåðàíäîì³çîâàíèõ ñòðàòåã³é. ª é ³íø³ âàð³àíòè óìîâ ³ñíóâàííÿ îïòèìàëüíèõ
ñòðàòåã³é. Àíàëîã³÷í³ ðåçóëüòàòè îòðèìàíî äëÿ ��-îïòèìàëüíèõ ñòðàòåã³é.

1.2. Êåðîâàí³ íàï³âìàðêîâñüê³ ïðîöåñè. ßêùî ó ñòàí³ x X� ïðèéíÿòî
ð³øåííÿ a Àõ� , òî:

1) òàêèé ñòàí ñèñòåìè âèáèðàºòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïåðåõ³äíî¿ éìîâ³ðíîñò³
P x a( / , )� ;

2) çà óìîâè, ùî òàêèé ñòàí ñèñòåìè º y X� , ÷àñ ïåðåáóâàííÿ ó ñòàí³ õ º
âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ³ç ôóíêö³ºþ ðîçïîä³ëó �( / , , )� x a y .

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî P x a( / , )� ³ �( / , , )� x a y º áîðåë³âñüêèìè ôóíêö³ÿìè
íà � ³ � 
 Õ â³äïîâ³äíî.

Íåõàé xn — ñòàí ñèñòåìè ï³ñëÿ n-ãî ïåðåõîäó, àn — ïðèéíÿòå ð³øåííÿ, à �n —
÷àñ ïåðåáóâàííÿ ó öüîìó ñòàí³ ( , , , )n � �0 1 2 .

Äîïóñòèìà ñòðàòåã³ÿ � äëÿ êåðîâàíî¿ ñèñòåì âèçíà÷àºòüñÿ ÿê ïîñë³äîâí³ñòü
� � � �� � �{ , , , , }0 1 n ÿäåð ïåðåõîäó òàêà, ùî éìîâ³ðí³ñíà ì³ðà �n nh( / )� íà
( , )À � çîñåðåäæåíà íà AX n

³ òàêà, ùî âèì³ðíèì ÷èíîì çàëåæèòü â³ä
h õ à õ a õn n n n n� � � � �( , , , , , , , )0 0 0 1 1 1� � — ³ñòîð³¿ êåðîâàíî¿ ñèñòåìè äî ìîìåíòó
n-ãî ïåðåõîäó. Ñòðàòåã³þ � íàçèâàþòü ìàðêîâñüêîþ, ÿêùî � �n n n nh õ( / ) ( / )� � � ,
( , , , )n � �0 1 2 . Ìàðêîâñüêó ñòðàòåã³þ � íàçèâàþòü ñòàö³îíàðíîþ, ÿêùî
� �n n nõ õ( / ) ( / )� � � , ( , , , )n � �0 1 2 , ³ ñòàö³îíàðíîþ íåðàíäîì³çîâàíîþ (äåòåð-
ì³íîâàíîþ), ÿêùî ì³ðà �( / )� õn âèðîäæåíà ³ çîñåðåäæåíà â òî÷ö³ äëÿ áóäü-ÿêîãî
x X� . Ó öüîìó âèïàäêó �( )õ áóäåìî ïîçíà÷àòè òî÷êó çîñåðåäæåííÿ ìàñè �( / )� õ .
Íåõàé (ÿê ³ â ï. 1.1) �— êëàñ óñ³õ äîïóñòèìèõ ñòðàòåã³é, �1 — êëàñ ñòàö³îíàðíèõ
íåðàíäîì³çîâàííèõ ñòðàòåã³é.

Âèáîðîì ñòðàòåã³¿ � âèçíà÷àºìî âèïàäêîâèé ïðîöåñ, ÿêèé íàçèâàòèìåìî
ïðîöåñîì, êåðîâàíèì ñòðàòåã³ºþ �. ßêùî ñòðàòåã³ÿ � — ìàðêîâñüêà ñòàö³îíàðíà,
òî êåðîâàíèé ïðîöåñ º íàï³âìàðêîâñüêèì ïðîöåñîì.

ßêùî ó ñòàí³ x X� ïðèéíÿòî ð³øåííÿ à Àõ� ³ ÷àñ, ïðîâåäåíèé ó ñòàí³ õ,
äîð³âíþº t, òî î÷³êóâàí³ âèòðàòè çà ÷àñ s s t( )� ñòàíîâëÿòü r s x a( / , ) . Ôóíêö³þ
r s x a( / , ) ââàæàºìî âèì³ðíîþ çà Áîðåëåì íà [ ; )0 �
 
 � .

Ðîçãëÿíåìî òàêèé êðèòåð³é îïòèìàëüíîñò³ âèáðàíî¿ ñòðàòåã³¿.
Cåðåäíÿ î÷³êóâàíà âàðò³ñòü ñòðàòåã³¿ � ìàº âèãëÿä

� �

�

�

�

�

( , ) lim

( / , )

x

E r x a

E
n

x k k k

k

n

x k

k

n
�

�


�

�

�

�
sup 0

0

, (1)

äå 	0 � x, à Ex
� — ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ, ùî â³äïîâ³äàº ïðîöåñó,

êåðîâàíîìó ñòðàòåã³ºþ � çà óìîâè, ùî 	0 � x.
Ñòðàòåã³ÿ �* º îïòèìàëüíîþ çà öèì êðèòåð³ºì, ÿêùî

� � � �
�

( , ) ( , ),*x x x X� �
��

inf .

Íåõàé
�( , ) ( / , , ) ( / , )x a t d t x a y P dy x a

X

�



�� �
0

,

r x a r t x a d t a y P dy x a

X

( , ) ( / , ) ( , , ) ( / , )�



�� �
0

.

Ïðèïóñòèìî, ùî �( , )õ à ³ r õ à( , ) ³ñíóþòü ³ º ñê³í÷åííèìè äëÿ âñ³õ ( , )õ à ��
òà | ( , )|r x a C� � 
, ( , )õ à ��. Îñê³ëüêè êðèòåð³é (1) çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä
P x a( / , )� ³ óñåðåäíåíèõ õàðàêòåðèñòèê �( , )õ à ³ r õ à( , ), îáìåæèìîñÿ ðîçãëÿäîì
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êåðîâàíèõ ïðîöåñ³â, äëÿ ÿêèõ

�( / , , )t x a y � 1
0
,
,

( , ),
( , ),

t x a

t x a

�
�

�
�
�

�
�

r t x a( / , ) � 0,
( , ),

( , ),
( , ).r x a

t x a

t x a

�
�

�
�
�

�
�

(2)

Íåõàé �( )X — áàíàõ³â ïðîñò³ð îáìåæåíèõ âèì³ðíèõ çà Áîðåëåì ôóíêö³é íà
Õ ³ç íîðìîþ || | | ( )u u x

x X

�
�
sup .

Òåîðåìà 2 [3, 4]. Íåõàé ïðîñò³ð êåðóâàëüíèõ âïëèâ³â À º êîìïàêòíèì,
â³äîáðàæåííÿ F : X set

A� ( )2 , õ Àõ� , º íàï³âíåïåðåðâíèì çâåðõó. Êð³ì òîãî,

íåõàé âèêîíóþòüñÿ òàê³ ïðèïóùåííÿ:
1) 0� � � � 
l x a L�( , ) , ( , )x a ��;
2) ³ñíóº íåâ³ä’ºìíà ì³ðà � íà ( , )X � òàêà, ùî âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³:
à) �( ) ( / , )B P B x a� , ( , )x a ��, B ��,
á) �( )X � 0 .

Òîä³, ÿêùî
à) ôóíêö³ÿ r õ à( , ) íàï³âíåïåðåðâíà çâåðõó, à �( , )õ à íåïåðåðâíà çà õ, à,

( , )õ à ��;
á) ïåðåõ³äíà éìîâ³ðí³ñòü P x a( / , )� ñëàáêî íåïåðåðâíà çà õ, à, ( , )õ à ��, òî ó

êëàñ³ �1 ³ñíóº ñòàö³îíàðíà íåðàíäîì³çîâàíà îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ �*

ç ì³í³ìàëüíîþ âàðò³ñòþ
W

L
x dx

X

� �
1


 �( ) ( ) ,

äå ôóíêö³ÿ 
( )x — ºäèíà ó ïðîñòîð³ �( )X ³ âèçíà÷àºòüñÿ ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ
îïòèìàëüíîñò³


 
( ) { ( , ) ( ) ( / , )}x r x a y P dy x a
a A

Xx

� � �
� �inf , x X� ,

äå
P B x a P B x a

L
B x a B X� � � �( / , ) ( / , ) ( ) ( , ),

1
� � .

Çàóâàæåííÿ 2. Öÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ ôóíêö³¿ âèòðàò ç³ çíà÷åííÿìè â
[ ; )0 � 
 , ÿêó ïîòð³áíî ì³í³ì³çóâàòè. Ó [2, 4] íàâåäåíî óìîâè ìàêñèì³çàö³¿
âèíàãîðîäè (ïðèáóòêó) r õ à( , ) çà îäèí ïåð³îä, ÿêùî ñèñòåìà ïåðåáóâàº ó ñòàí³
x X� ³ ïðèéíÿòî ð³øåííÿ a Ax� .

2. ÊÅÐÎÂÀÍ² ÑÒÎÕÀÑÒÈ×Í² ÑÈÑÒÅÌÈ ²Ç ÑÅÏÀÐÀÁÅËÜÍÎÞ ÔÓÍÊÖ²ªÞ ÂÈÒÐÀÒ
(²Ç ÁÀÃÀÒÎÂÈÌ²ÐÍÈÌÈ ÔÀÇÎÂÈÌ ÏÐÎÑÒÎÐÎÌ ² ÏÐÎÑÒÎÐÎÌ ÏÐÈÉÍßÒÒß Ð²ØÅÍÜ)

2.1. Ìàðêîâñüê³ êåðîâàí³ ñòîõàñòè÷í³ ñèñòåìè. Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü êåðóâàííÿ
ñèñòåìîþ ç áàãàòîâèì³ðíèìè ôàçîâèì ïðîñòîðîì ³ ïðîñòîðîì ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü.

Íåõàé ïðîñò³ð ñòàí³â º äåêàðòîâèì äîáóòêîì m ìíîæèí, òîáòî
X X X X m� 
 
 
1 2 ... . Ïðîñò³ð ïðèéíÿòèõ ð³øåíü A A A Am� 
 
 
1 2 ... .

Äëÿ êîæíî¿ ïàðè x Xi i� , a Ai i� , ïîçíà÷èìî r x ai i i( , ) î÷³êóâàí³ âèòðàòè
(âèòðàòè) çà îäèí ïåð³îä, ÿêùî i-òà ï³äñèñòåìà ïåðåáóâàº ó ñòàí³ xi íà ïî÷àòêó
ïåð³îäó ³ ïðèéìàºòüñÿ ð³øåííÿ a Ai i� .

Íåõàé î÷³êóâàí³ âèòðàòè âñ³º¿ ñèñòåìè çà îäèí ïåð³îä ñòàíîâëÿòü r x a( , ), äå
x x x xm� ( , , ..., )1 2 , a a a am� ( , , ..., )1 2 , ³ º ñåïàðàáåëüíîþ ôóíêö³ºþ, òîáòî ìàº

âèãëÿä r x a r x ai i i

i

m

( , ) ( , )�
�
�

1

.

Äàë³ ââàæàòèìåìî, ùî ïðîñòîðè X i , Ai , i m�1, ..., , ³ ôóíêö³¿ r x ai i i( , )
çàäîâîëüíÿþòü â³äïîâ³äí³ óìîâè, íàâåäåí³ â ï 1.1 äëÿ r x a( , ) çàãàëüíîãî âèãëÿäó.
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Òîä³ êðèòåð³é �-îïòèìàëüíîñò³ ö³º¿ ñòðàòåã³¿ çàïèøåìî òàê:

� �( , )x � lim ( , )
n

x k

k

n

k
n

E r X D
�
 ��

��sup
1

1 0

� lim ( , )
n

x i i
k

i
k

i

m

k

n

n
E r x d

�
 ���
��sup

1

1 10

� ,

äå X x x xk
k k

m
k� ( , , ..., )1 2 — ñòàí ñèñòåìè â ìîìåíò ÷àñó k , D d d dk

k k
m
k� ( , , ..., )1 2 —

âèáðàíå êåðóâàííÿ â ìîìåíò ÷àñó k.
Ïîçíà÷èìî �1 ( )X áàíàõ³â ïðîñò³ð îáìåæåíèõ âèì³ðíèõ çà Áîðåëåì ôóíêö³é

íà X ç íîðìîþ 
 
( ) | ( )|x x
x Xi

m

i i

i i

�
��

� sup
1

.

Ó [6] äîâåäåíî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3. Íåõàé A — êîìïàêòíèé ïðîñò³ð ³ â³äîáðàæåííÿ A X A: � 2
º íàï³âíåïåðåðâíèì çâåðõó, òà íåõàé ³ñíóº � i iX( ) > 0 íà ( , )X � , i m�1, :

� i i i i i iX Q B x a( ) ( / , ),� Bi ��, i m�1, .

Íåõàé òàêîæ âèêîíàíî òàê³ óìîâè:
1) ôóíêö³¿ r x ai i i( , ) íàï³âíåïåðåðâí³ çíèçó íà ( , )x ai i ;
2) ïåðåõ³äí³ éìîâ³ðíîñò³ Q B x ai i i i( / , ) ñëàáêî íåïåðåðâí³ íà ( , )x ai i .
Òîä³ ó êëàñ³ ñòàö³îíàðíèõ íåðàíäîì³çîâàíèõ ñòðàòåã³é ³ñíóº îïòèìàëüíà

ñòðàòåã³ÿ ç ì³í³ìàëüíîþ âàðò³ñòþ

W V x dx� � ( ) ( )� ,

äå
V r x a V y Q dy x a

a A
X

� � �
�
�
�

��

�
�
�

 �
�

� �inf ( , ) ( ) ( / , )

� � �
��

� �inf
a Ai

m

i i i i i

X

i i i i i
i i

i

r x a V y Q dy x a

1

( , ) ( ) ( / , ) (� dy xi j j

j j i

m

) ( )
,

�
� !
"

#

$
%
%

&

'
(
(

�
�
�

��

�
�
�

 �1

.

2.2. Íàï³âìàðêîâñüê³ êåðîâàí³ ñòîõàñòè÷í³ ñèñòåìè. Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü
êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ, ó ÿêî¿ ïðîñò³ð ñòàí³â º äåêàðòîâèì äîáóòêîì m ìíîæèí,
òîáòî X X X X m� 
 
 
1 2 ... . Ïðîñò³ð ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü A A A Am� 
 
 
1 2 ... .

Ïîçíà÷èìî: xi
k — ñòàí i-¿ ï³äñèñòåìè ï³ñëÿ k-ãî ïåðåõîäó, ai

k — ïðèéíÿòå

ð³øåííÿ, � i
k — ÷àñ ïåðåáóâàííÿ i-¿ ï³äñèñòåìè ó öüîìó ñòàí³, k � 0 1 2, , , ... .

ßêùî ó ñòàí³ x Xi i� ïðèéíÿòî ð³øåííÿ a Ai xi
� ³ ÷àñ, ïðîâåäåíèé ó ñòàí³

xi , äîð³âíþº ti , òî î÷³êóâàí³ âèòðàòè i-¿ ï³äñèñòåìè çà ÷àñ s s ti i i( )� ñòàíîâëÿòü
r s x ai i i i( / , ). Ôóíêö³¿ r s x ai i i i( / , ) ââàæàºìî âèì³ðíèìè çà Áîðåëåì íà
[ ; )0 � 
 
 �.

Íåõàé î÷³êóâàí³ âèòðàòè r s x a( / , ) âñ³º¿ ñèñòåìè çà ÷àñ s , äå x �
� ( , , ..., )x x xm1 2 , a a a am� ( , , ..., )1 2 , º ñåïàðàáåëüíîþ ôóíêö³ºþ, òîáòî ìàº

âèãëÿä r s x a r s x ai i i i

i

m

( / , ) ( / , )�
�
�

1

.

Äàë³ áóäåìî ââàæàòè, ùî ïðîñòîðè X i , Ai , ³ ôóíêö³¿ r s x ai i i i( / , ) ,
i m�1, ..., , çàäîâîëüíÿþòü â³äïîâ³äí³ óìîâè.

Äëÿ âèáðàíî¿ ñòðàòåã³¿ ðîçãëÿíåìî òàêèé êðèòåð³é îïòèìàëüíîñò³.
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Ñåðåäíÿ î÷³êóâàíà âàðò³ñòü ñòðàòåã³¿ � âèçíà÷àºòüñÿ âåëè÷èíîþ

� �

�

�

�

�

( , ) lim

( / , )

x

E r x a

E
n

x i i
k

i
k

i
k

k

n

x i
k

k

n
�

�


�

�

�

�
sup 0

0

i

m

�
�

1

.

Ñòðàòåã³ÿ �* º îïòèìàëüíîþ çà öèì êðèòåð³ºì, ÿêùî � � � �
�

( , ) ( , )*x x�
��

inf ,
x X� .

Ïîçíà÷èìî
� i i i i i i i i

X

x a t d t x a y P dy x a

i

( , ) ( / , , ) ( / , )�



�� �
0

,

r x a r t x a d t a y P dy x ai i i i i i i i i i

X i

( , ) ( / , ) ( , , ) ( / , )�



�� �
0

,

�i i i
i i i

i i i

t x a y
t x a

t x a
( / , , ) ,

,
( , ),
( , ),

� �
�

�
�
�

1
0

�

�

r t x a
r x a

t x a

t x ai i i
i i i

i i i

i i i

( / , ) ,
( , ),

( , ),
( , ),

� �
�

�
�

0 �

��

r x a r x ai i i

i

m

( , ) ( , )�
�
�

1

.

Íåõàé �1 ( )X — áàíàõ³â ïðîñò³ð îáìåæåíèõ âèì³ðíèõ çà Áîðåëåì ôóíêö³é

íà X ç íîðìîþ 
 
( ) | ( )|x x
x Xi

m

i i

i i

�
��

� sup
1

.

Ó [7, 8] äîâåäåíî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 4. Íåõàé A — êîìïàêòíèé ïðîñò³ð ³ â³äîáðàæåííÿ F : X set
A� ( )2 ,

õ Àõ� , º íàï³âíåïåðåðâíèì çâåðõó. Äî òîãî æ íåõàé âèêîíóþòüñÿ òàê³
ïðèïóùåííÿ òà óìîâè:

1) 0� � � � 
l x a Li i i� ( , ) , ( , )x ai i i�� , i m�1, ;

2) äëÿ êîæíîãî i m�1, ³ñíóº íåâ³ä’ºìíà ì³ðà � i íà ( , )X i i� òàêà, ùî

âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³:
à) � i i i i i iX Q B x a( ) ( / , )� , Bi i�� , i m�1, ,

á) � i iX( ) � 0 .
3) ôóíêö³¿ r x ai i i( , ) íàï³âíåïåðåðâí³ çâåðõó íà ( , )x ai i , à � i i ix a( , ) —

íåïåðåðâí³ çà x ai i, , ( , )x ai i i�� ;
4) ïåðåõ³äí³ éìîâ³ðíîñò³ Q B x ai i i i( / , ) ñëàáêî íåïåðåðâí³ çà ( , )x ai i .
Òîä³ ó êëàñ³ ñòàö³îíàðíèõ íåðàíäîì³çîâàíèõ ñòðàòåã³é �1 ³ñíóº îïòèìàëüíà

ñòðàòåã³ÿ �* ç ì³í³ìàëüíîþ âàðò³ñòþ

W
L

V x dx� �
1

( ) ( ),�

äå
V r x a V y Q dy x a

a A
X

� � �
� �inf { }( , ) ( ) ( / , ) � �

�
�
���

� inf ( , )
a Ai

m

i i i
i i

r x a

1

� ��
�

V y Q dy x a
L

dy x a Xi i

X

i i i i i i i i i j j

j
i

( ) ( / , ) ( ) ( , ) ( )
1

� � �
1, j i

m

!
"

#

$
%
%

&

'
(
(

�
�
�

 �
.
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3. ÏÐÈÊËÀÄÍ² ÏÐÎÁËÅÌÈ ÊÅÐÎÂÀÍÈÕ ÌÀÐÊÎÂÑÜÊÈÕ ÒÀ ÍÀÏ²ÂÌÀÐÊÎÂÑÜÊÈÕ
ÏÐÎÖÅÑ²Â Ó ÇÀÄÀ×ÀÕ ÊÅÐÓÂÀÍÍß ÇÀÏÀÑÀÌÈ

3.1. Ìàðêîâñüê³ ìîäåë³ êåðóâàííÿ çàïàñàìè
3.1.1. Îäíîíîìåíêëàòóðí³ ìîäåë³ êåðóâàííÿ çàïàñàìè äëÿ ìàðêîâñüêèõ

ñèñòåì. Ìîäåëü êåðóâàííÿ çàïàñàìè º òàêîþ. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó êåðóâàííÿ
çàïàñàìè îäíîãî ïðîäóêòó, ùî ìîæå íåïåðåðâíî ïîïîâíþâàòèñü. Ìàêñèìàëüíèé
ð³âåíü çàïàñó äîð³âíþº Q, òàê ùî çàïàñ ïðîäóêòó íàáóâàº çíà÷åíü íà [ , ]0 Q .

Ïåð³îäè÷íî â äèñêðåòí³ ìîìåíòè ÷àñó âèêîíóþòü ïåðåâ³ðêó ³ çàëåæíî â³ä
ôàêòè÷íîãî çàïàñó ïðîäóêòó ïðèéìàþòü ð³øåííÿ ïðî ïîïîâíåííÿ ñêëàä³â ó òàêèé
ñïîñ³á: ÿêùî ð³âåíü çàïàñ³â ïðîäóêòó X n ó ìîìåíò ÷àñó n�N äîð³âíþº
x Q�[ , ],0 òî çä³éñíþþòü çàìîâëåííÿ ïðîäóêòó D An x� , A Q xx : [ , ]� �0 .

Ó ìîìåíò ïåðåâ³ðêè ( )n� íàäõîäèòü âèïàäêîâà âèìîãà 	n ³ 	 	� ��( : )n n —
ïîñë³äîâí³ñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ³ç ôóíêö³ºþ ðîçïîä³ëó G x( ), x � 0.

Ââàæàòèìåìî, ùî 	n íå çàëåæàòü â³ä ³ñòîð³¿ ñèñòåìè äî ìîìåíòó ÷àñó n

âêëþ÷íî, G x( ) ,<1 òà G( )� º íåïåðåðâíîþ.
Ð³âíÿííÿ åâîëþö³¿ ïðîöåñó çàïàñó ñèñòåìè ìàº òàêèé âèãëÿä:

X X Dn n n n�
�� � �1 ( )	 , n��,

äå ( ) max( , )a a� � 0 — äîäàòíà ÷àñòèíà a � �R .
Íàäàë³ ââàæàòèìåìî, ùî óñ³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè âèçíà÷åí³ íà çàãàëüíîìó

îñíîâíîìó éìîâ³ðí³ñíîìó ïðîñòîð³ ìîäåë³ ( , , )) F P .

Íåõàé X Q� [ , ]0 , X X nn� ��( : ) — ïðîñò³ð ñòàí³â ñèñòåìè, ùî îïèñóº

ðîçâèòîê ñèñòåìè â ÷àñ³, A d a Qa� �{ }, [ ; ]0 — ïðîñò³ð ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü, da —
ð³øåííÿ ïðî äîçàìîâëåííÿ â ðîçì³ð³ a. Ó ñòàí³ x ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ä³é º
òàêîþ: A d a Q xx a� � �{ }, [ ; ]0 .

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ ñòðóêòóðè îïòèìàëüíî¿ ñòðàòåã³¿ çà óìîâ
òåîðåìè ïðî ³ñíóâàííÿ îïòèìàëüíî¿ ñòðàòåã³¿, ÿê³ äàë³ ââàæàòèìåìî âèêîíàíèìè.
Â³äîìî, ùî äëÿ áàãàòüîõ ñèñòåì êåðóâàííÿ çàïàñàìè îïòèìàëüíîþ º ñòðàòåã³ÿ,
äëÿ ÿêî¿ ³ñíóº òàêèé îñíîâíèé ð³âåíü çàïàñ³â S , ùî ï³ñëÿ çàìîâëåííÿ îïòèìàëüíèé
ð³âåíü çàïàñó íàáëèæàºòüñÿ äî S . Îñê³ëüêè º ìîæëèâ³ñòü çàìîâèòè áóäü-ÿêó
ê³ëüê³ñòü ïðîäóêòó, òî ð³âåíü S â òî÷íîñò³ äîñÿãàºòüñÿ. Äàë³ çàçâè÷àé äîâîäÿòü
îïòèìàëüí³ñòü ( , )s S -ñòðàòåã³¿: çàìîâëåííÿ íà ïîïîâíåííÿ ïðîäóêòó çä³éñíþþòü
ò³ëüêè òîä³, êîëè ð³âåíü çàïàñó ìåíøå çà s ³ çàìîâëåííÿ äîð³âíþº S x� .

Äàë³ ðîçãëÿíåìî îäèí ³ç âàð³àíò³â óìîâ, çà ÿêèõ îïòèìàëüíîþ áóäå
( , )s S -ñòðàòåã³ÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêö³ÿ âèòðàò ïîïîâíåííÿ çàïàñó ìàº âèãëÿä

C x À Cx( ) � � , À � 0 , C � 0.

Íåõàé f x( ) — ôóíêö³ÿ âòðàò, ùî ïîâ’ÿçàíà ç³ çáåð³ãàííÿì òà äåô³öèòîì
òîâàðó â ðîçì³ð³ x, ÿêó áóäåìî ïðèïóñêàòè îïóêëîþ òà íåïåðåðâíîþ.

Îòæå, ôóíêö³ÿ âèòðàò r x da( , ) ìàº òàêèé âèãëÿä:

r x d f x( , ) ( )0 � ,

r x d f x à C àa( , ) ( ) ( )� � � .

Éìîâ³ðíîñò³ ïåðåõîäó äëÿ áóäü-ÿêî¿ áîðåë³âñüêî¿ ï³äìíîæèíè [ , ]0 Q

çàäàþòüñÿ òàêèì ñï³ââ³äíîøåííÿì:

P y y x d G x a y G x a ya{ }[ , ] / , ( ) ( )1 2 1 2� � � � � � ,

a Q x� �[ , ]0 , 0 1 2� � �y y x , 0 1 2� � � � �x y y x a,

P x d G x aa[ / , ] ( ){ }0 1� � � , a Q x� �[ , ]0 .
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Òåîðåìà 5 [9]. Íåõàé ôóíêö³ÿ c x f x� � ( ) , x Q�[ , ],0 i m�1, , ìîíîòîííî
ñïàäàº.

Òîä³ äëÿ îïèñàíî¿ âèùå ìîäåë³ ³ñíóº ïîð³ã x Q* [ , ]� 0 òàêèé, ùî

�* *

*

, ;

, .
�

�

�
�
�

��
�d x x

d x x

Q x <

0

Çàóâàæåííÿ 3. Îäíîíîìåíêëàòóðí³ ìîäåë³ êåðóâàííÿ çàïàñàìè äëÿ êðè-
òåð³þ ç ïåðåîö³íêîþ äåòàëüíî ðîçãëÿíóòî â [10].

Çàóâàæåííÿ 4. Îäíîíîìåíêëàòóðí³ ìîäåë³ êåðóâàííÿ çàïàñàìè äëÿ ìàðêîâñüêèõ
ñèñòåì ³ç çàãàëüíèìè ôóíêö³ÿìè çàãàëüíèõ âèòðàò äåòàëüíî ðîçãëÿíóòî â [9].

3.1.2. Áàãàòîíîìåíêëàòóðí³ ìîäåë³ êåðóâàííÿ çàïàñàìè äëÿ ìàðêîâ-
ñüêèõ ñèñòåì ç³ ñïàäíèìè ôóíêö³ÿìè çàãàëüíèõ âèòðàò. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
êåðóâàííÿ çàïàñàìè m ïðîäóêò³â, êîæíèé ³ç ÿêèõ ìîæíà íåïåðåðâíî
ïîïîâíþâàòè. Ïðèïóñòèìî, ùî Qi — ìàêñèìàëüíèé ð³âåíü çàïàñó i-ãî ïðî-
äóêòó, òîä³ çàïàñ i-ãî ïðîäóêòó íàáóâàº çíà÷åíü íà [ , ]0 Qi . Ñòàí çàïàñ³â êîæíîãî
ïðîäóêòó ïåðåâ³ðÿþòü ó äèñêðåòí³ ìîìåíòè ÷àñó N , ï³ñëÿ ÷îãî ïðèéìàþòü
â³äïîâ³äí³ ð³øåííÿ ùîäî ïîïîâíåííÿ ñêëàä³â ó íàâåäåíèé íèæ÷å ñïîñ³á.

ßêùî ð³âåíü çàïàñ³â i-ãî ïðîäóêòó â ìîìåíò ÷àñó n�N ñòàíîâèòü X i
n =

� �x Qi i[ , ]0 , òî çä³éñíþþòü çàìîâëåííÿ öüîãî ïðîäóêòó D Ai
n

i
x� , A Q xi

x
i i: [ , ]� �0 .

Òîä³ ïðîñò³ð ñòàí³â ñèñòåìè, ùî îïèñóº ðîçâèòîê ñèñòåìè â ÷àñ³, ìàº âèãëÿä
X X X X m� 
 
 
1 2 ... , X Qi i� [ , ]0 , X X nn� �( : )N , à ïðîñò³ð ïðèéíÿòèõ

ð³øåíü — A A A Ax x
m
x� 
 
 
1 2 ... .

Ó ìîìåíò ÷àñó ( )n� çà êîæíèì i-ì ïðîäóêòîì íàäõîäèòü âèïàäêîâà âèìîãà
	 i

n ³ 	 	i i
n n� �( : )N , i m�1, , — ïîñë³äîâí³ñòü íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïî-

ä³ëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ³ç ôóíêö³ÿìè ðîçïîä³ëó G xi ( ), x � 0, i m�1, .

Íåõàé 	 	 	 	� ( , , ..., )1 2 m , ³ 	 	 	 	n
n n

m
n� ( , , ..., )1 2 , n��, íå çàëåæàòü â³ä

³ñòîð³¿ ñèñòåìè äî ìîìåíòó ÷àñó n âêëþ÷íî, G xi ( ) ,<1 G x G Q( ) ( )� 
1 1 ...
... ( )
G Qm m , Q Q Qm� ( , ..., )1 , ³ Gi ( )� º íåïåðåðâíèìè.

Âèìîãà çà i-ì òîâàðîì, ùî íàä³éøëà â ìîìåíò ÷àñó ( )n� , çàäîâîëüíÿºòüñÿ
(ÿêùî öå ìîæëèâî) ³ç çàïàñó öüîãî ïðîäóêòó X Di

n
i
n� , ÿêèé º íàïðèê³íö³

³íòåðâàëó ÷àñó [ , )n n �1 . Ñèñòåìà º òàêîþ, ùî äåô³öèò àáî ÷àñòêîâèé äåô³öèò
ÿêîãîñü ³ç m ïðîäóêò³â ïðèçâîäèòü äî âòðàòè, à íå äî â³äêëàäàííÿ âèìîãè.

Åâîëþö³þ ïðîöåñó çàïàñó ñèñòåìè îïèñóº òàêå ð³âíÿííÿ:

X X Dn n n n�
�� � �1 ( )	 , n�� ,

äå ( ) max( , )a a� � 0 — äîäàòíà ÷àñòèíà a � �R , àáî çà êîæíèì i-ì ïðîäóêòîì
( , )i m�1

X X Di
n

i
n

i
n

i
n�

�� � �1 ( )	 , n��, i m�1, .

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî âàðò³ñòü çàìîâëåííÿ (ÿêà ìîæå âêëþ÷àòè âèòðàòè
âèðîáíèöòâà) ñêëàäàºòüñÿ ç ô³êñîâàíî¿ âàðòîñò³ ³ ë³í³éíî¿ ôóíêö³¿ â³äíîñíî
ðîçì³ðó çàìîâëåííÿ. Òîä³ ó ðàç³ çàìîâëåííÿ xi > 0 òîâàð³â î÷³êóâàí³ âèòðàòè
çàìîâëåííÿ ñòàíîâèòèìóòü C x A c xi i i i i( ) � � � , Ai � 0 , ci � 0 .

Äàë³ ïðèïóñòèìî, ùî çàãàëüí³ âèòðàòè çáåðåæåííÿ ³ äåô³öèòó çà ïåð³îä ÷àñó
f xi i( ) çàëåæàòü â³ä ð³âíÿ çàïàñ³â xi � 0, äå f i ( )� º íàï³âíåïåðåðâíèìè çíèçó.

Äëÿ ñèñòåìè, ùî ïåðåáóâàº ó ñòàí³ x íà ïî÷àòêó ïåð³îäó, ó ðàç³ ïðèéíÿòòÿ

ð³øåííÿ a A� î÷³êóâàí³ âèòðàòè çà îäèí ïåð³îä ñòàíîâëÿòü r x a r x ai i i

i

m

( , ) ( , )�
�
�

1

,
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äå r x ai i i( , ) — î÷³êóâàí³ âèòðàòè çà i-ì ïðîäóêòîì çà îäèí ïåð³îä ÷àñó, ÿêùî ñòàí
â³äïîâ³äíîãî ïðîäóêòó äîð³âíþº xi ³ íà ïî÷àòêó ïåð³îäó ïðèéíÿòî ð³øåííÿ d

ai :

r x di i( , )0 � f xi i( ) , i m�1, , (3)

³ äëÿ ai > 0
r x di i

ai( , ) � f x a C ai i i i i( ) ( )� � , i m�1, . (4)

Éìîâ³ðíîñò³ ïåðåõîäó íà X i äëÿ áóäü-ÿêî¿ áîðåë³âñüêî¿ ï³äìíîæèíè [ , ]0 Qi
çàäàþòü òàê:

P y y x di i i
ai([ , ] / , )1 2 �G x a y G x a yi i i i i i i i( ) ( )� � � � �1 2 , (5)

a Q xi i i� �[ , ]0 , 0 1 2� � � �y y x ai i i i ,

P x di
ai({ } / , )0 �1� � �G x ai i i( ) , x Qi i�[ , ]0 . (6)

Éìîâ³ðíîñò³ ïåðåõîäó ñèñòåìè ìàþòü âèãëÿä P B x d P B x da
i i

a

i

m
i( / , ) ( / , ) ,�

�
"

1äå Bi — áîðåë³âñüê³ ï³äìíîæèíè [ , ]0 Qi .

Íàñòóïíà òåîðåìà âêàçóº íà ³ñíóâàííÿ îïòèìàëüíî¿ ñòðàòåã³¿ äëÿ ö³º¿ ìîäåë³
êåðóâàííÿ çàïàñàìè.

Òåîðåìà 6 [7, 11]. Äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¿ ìàðêîâñüêî¿ ìîäåë³ êåðóâàííÿ ó êëàñ³

�1 ³ñíóº �-îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ ç ì³í³ìàëüíîþ âàðò³ñòþ W V x dx� � ( ) ( ).�

Òóò � � �( ) ( )... ( )� � � �1 m , � i ( )� — ì³ðà, ñêîíöåíòðîâàíà â òî÷ö³ 0 ³ç âàãîþ

G G xi � �1 ( ) , i m�1, , G G Gm� 1� , à V x( ) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ îïòè-

ìàëüíîñò³

V x LV x( ) ( )� � min ( )
a A

i i

i

m

f x
��

�
�
�

��
1

f x a C ai i i i i( ) ( )� � �

� �
#

$
%
%

&
� "

� !

V y P dy x a dy xi i

X

i i i i i j j

j j i

m

i

( ) ( / , ) ( ) ( )
,

� �
1 '

(
(

�
�
�

 �
.

Íàñòóïíà òåîðåìà äàº çìîãó âèçíà÷èòè ñòðóêòóðó îïòèìàëüíî¿ ñòðàòåã³¿ äëÿ
áàãàòîíîìåíêëàòóðíî¿ ñèñòåìè çàïàñ³â.

Òåîðåìà 7 [7, 11]. Íåõàé c x f xi i i i� � ( ) , x Qi i�[ , ],0 i m�1, , ìîíîòîííî

ñïàäàº.
Òîä³ �-îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ �* ��1 äëÿ çàäà÷³ êåðóâàííÿ çàïàñàìè ìàº

òàêèé âèãëÿä: ³ñíóº ïîð³ã x x xm
* * *( , ..., )� �1 [ , ] ... [ , ]0 01Q Qm
 
 òàêèé, ùî

� � �* * *( , ..., )� 1 m ³ äëÿ i m�1,

�i
Q x i i

i i

d x x

d x x

i i*
*

*

, ;

, .
�

�

�
�
�

��
� <

0

Çàóâàæåííÿ 5. Áàãàòîíîìåíêëàòóðí³ ìîäåë³ êåðóâàííÿ çàïàñàìè äëÿ
ìàðêîâñüêèõ ñèñòåì ³ç çàãàëüíèìè ôóíêö³ÿìè çàãàëüíèõ âèòðàò äåòàëüíî
ðîçãëÿíóòî â [6, 7].

3.1.3. Áàãàòîíîìåíêëàòóðí³ ìîäåë³ êåðóâàííÿ çàïàñàìè äëÿ êðèòåð³þ
ç ïåðåîö³íêîþ. Ðîçãëÿíåìî òàêó ñàìó ñèñòåìó êåðóâàííÿ çàïàñàìè, ÿê ó ï. 3.1.2.

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2024, òîì 60, ¹ 4 27



Êðèòåð³é ��-îïòèìàëüíîñò³ ñòðàòåã³¿ çàïèøåìî â òàêèé ñïîñ³á:

� � ��
�( , ) ( , )õ E r x Dx

k
k k

k

�
�




�
0

= Ex
k

k

� �
�




�
0

r x di i
k

i
k

i

m

( , )
�
�

1

=

= Ex

k

�

�




�
0

� k
i i

k
i
k

i

m

r x d( , )
�
�

1

,

äå X x x xk
k k

m
k� ( , , ..., )1 2 — ñòàí ñèñòåìè â ìîìåíò ÷àñó k, D d d dk

k k
m
k� ( , , ..., )1 2 —

âèáðàíå êåðóâàííÿ â ìîìåíò ÷àñó k.
Åâîëþö³ÿ ïðîöåñó çàïàñó ñèñòåìè òà âàðò³ñòü çàìîâëåííÿ òàê³ ñàì³, ÿê

ó ï. 3.1.2.
Òåîðåìà 8 [12]. Íåõàé r x a( , ) âèçíà÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè (3) ³ (4), à

P Â x a( / , ) — ñï³ââ³äíîøåííÿìè (5) ³ (6). Òîä³ ó êëàñ³ �1 ³ñíóº ��-îïòèìàëüíà
ñòðàòåã³ÿ, ÿêó ìîæíà îòðèìàòè ìåòîäîì ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü.

Çíàéäåìî âèãëÿä îïòèìàëüíî¿ ñòðàòåã³¿.
Íåõàé F xi i( ) , i m�1, , âèçíà÷àþòüñÿ òàêèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè:

F x ñ õ f x y dG x yi i i i i i i i i i

xi

( ) ( ) ( ) ( )� � � �� � �

0

,

F x ñ õ f x y dG x yi
n

i i i i i
n

i i i i

xi

( ) ( ) ( ) ( )( )� � � ��
� �

�
1

0

,

�
�
n

iy L( ) � �
�
n

iy�1 ( ) ,

äå LF xi i
x Ai xi

( ) min�
�

{ñ õ f xi i i i� �( ) F y P dy x ai i i i i( ) ( / , )}� .

Íåõàé S Qi i�[ , ]0 — òî÷êà ëîêàëüíîãî ì³í³ìóìó ôóíêö³¿ F xi i( ) , i m�1, ,

Ài � 0 ç îçíà÷åííÿ Ài -îïóêëî¿ ôóíêö³¿, i m�1, .

Òåîðåìà 9 [12]. Íåõàé C x À C xi i i i i( ) � � , f xi i( ) — îïóêëà äèôåðåíö³éîâíà

íà [ , ]0 S i ôóíêö³ÿ äëÿ êîæíîãî i m�1, , òà ³ñíóº g x G xi i i i( ) ( )� � , i m�1, . Òîä³

ó êëàñ³ �1 ³ñíóº ��-îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ � � �* * *( , ..., )� 1 m âèãëÿäó

�i
S x i i

i i

d x x

d x x

i i
*

*

*

* , ;

, ,
�

�

�
�
�

��
� <

0

ÿêùî Ài � 0 ,

�i S x
d

i i

*
*� �

, Ài � 0 ,

äå S F xi
x Q

i i

i i

*

[ , ]
min ( )�

�
arg

0
, x Si i

* *[ , ]� 0 äëÿ i m�1, , õ õ õm
* * *( , ..., )� 1 .

Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ âàæëèâèì º âèïàäîê, êîëè S Q* � .

Òåîðåìà 10 [12]. Íåõàé ôóíêö³ÿ C x f xi i i i� ( ) ìîíîòîííî ñïàäàº äëÿ

êîæíîãî i m�1, . Òîä³ ó êëàñ³ �1 ³ñíóº îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ � � �* * *( , ..., )� 1 m

âèãëÿäó
�i

Q x i i

i i

d x x

d x x

i i*
*

*

, ;

, ,
�

�

�
�
�

��
� <

0

ÿêùî Ài � 0 ,

�i Q xd
i i

* � � , Ài � 0 .
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3.2. Íàï³âìàðêîâñüê³ ìîäåë³ êåðóâàííÿ çàïàñàìè.
3.2.1. Îäíîíîìåíêëàòóðí³ ìîäåë³ êåðóâàííÿ çàïàñàìè äëÿ íàï³âìàðêîâ-

ñüêèõ ñèñòåì ³ç çàãàëüíèìè ôóíêö³ÿìè âèòðàò. Äîñë³äèìî çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ
óìîâè, ùî ãàðàíòóº ³ñíóâàííÿ îïòèìàëüíî¿ ñòðàòåã³¿ ( , )s S -ñòðóêòóðè äëÿ
íàï³âìàðêîâñüêî¿ ìîäåë³.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó êåðóâàííÿ çàïàñàìè îäíîãî ïðîäóêòó, ùî ìîæå
íåïåðåðâíî ïîïîâíþâàòèñÿ ç åâîëþö³ºþ ïðîöåñó çàïàñó ñèñòåìè, ÿê îïèñàíî â
ï. 3.1.1.

Ïðèïóñòèìî, ùî ÷àñ � �n n( )� 0 ïåðåáóâàííÿ ñèñòåìè ó ñòàí³ õn º âè-
ïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ³ç ôóíêö³ºþ ðîçïîä³ëó �( / , , )� �X D Xn n n 1 .

Ââàæàòèìåìî, ùî ôóíêö³ÿ �( / , , )� �X D Xn n n 1 âèì³ðíà çà Áîðåëåì íà
[ ; ] [ ; ] [ ; ]0 0 0Q Q Q
 
 .

Ìîäåëü êåðóâàííÿ çàïàñàìè âðàõîâóº âàðò³ñòü çàìîâëåííÿ (ÿêà ìîæå
âêëþ÷àòè âèòðàòè âèðîáíèöòâà), âàðò³ñòü çáåð³ãàííÿ ³ äåô³öèòó. Âèòðàòè
çáåð³ãàííÿ ð³âíÿ çàïàñó õ çà ÷àñ s , ÿêùî ó ñòàí³ õ ñèñòåìà ïåðåáóâàëà ïðîòÿãîì
÷àñó t , s t� , ñòàíîâëÿòü ñ s õ1 ( / ) , ñ R Q R1 0: [ ; ]� �
 � , âàðò³ñòü çàìîâëåííÿ
ïðîäóêö³¿ â ðîçì³ð³ x ñòàíîâèòü ñ õ2 ( ) , ñ Q R2 0: ( ; ]� � . Âèòðàòè, ñïðè÷èíåí³
äåô³öèòîì, ñòàíîâëÿòü ñ õ3 ( ) , ñ3 0 0: [ ; ) [ ; )� 
 � � 
 , ÿêùî âèìîãè õ íå ìîæóòü
áóòè âèêîíàí³.

Ïðèïóñòèìî, ùî:
1) ôóíêö³ÿ ñ s õ1 ( / ) íåâ³ä’ºìíà ìîíîòîííî íåñïàäíà çà s òà õ, à ôóíêö³¿

ñ õ2 ( ) , ñ õ3 ( ) íåâ³ä’ºìí³ ìîíîòîííî íåñïàäí³ çà õ;
2) ôóíêö³ÿ ñ õ3 ( ) , x � � 
[ ; )0 , çàäîâîëüíÿº òàê³ óìîâè:

ñ3 0 0( ) � , c x dG x3
0

( ) ( )
�


� � 
 .

ßêùî ñèñòåìà ïåðåáóâàº ó ñòàí³ x X� , ïðèéíÿòî ð³øåííÿ da ïðî
äîçàìîâëåííÿ â ðîçì³ð³ à ³ ÷àñ, ïðîâåäåíèé äî ìîìåíòó òàêîãî äîçàìîâëåííÿ,
äîð³âíþº t , òî î÷³êóâàí³ âèòðàòè r s x da( / , ) çà ÷àñ s ( )s t� º òàêèìè:

r s x d c s x c y x dG y

x

( / , ) ( / ) ( ) ( ),0 1 3� � �
�


�

à äëÿ à � 0
r s x d p c s x a p c s x c xa( / , ) ( / ) ( ) ( / ) ( )� � � � � �1 1 21

� � � � � �
�


�

�


��p c y x a dG y p c y x dG y

xx a

3 31( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ).

Éìîâ³ðíîñò³ P x a( / , )� íà Õ çàäàþòü äëÿ áóäü-ÿêî¿ áîðåë³âñüêî¿
ï³äìíîæèíè â³äð³çêà [ ; ]0 Q ó òàêèé ñïîñ³á:

P y y x d G x y G x y{[ ; ) / , } ( ) ( )1 2 0 1 2� � � � , x Q�[ ; ]0 , 0 1 2� � �y y x;

P y y x da{[ ; ) / ,1 2 } =

� � � � � � � � � � �p G x a y G x a y p G x y G x y( ( ) ( )) ( )( ( ) ( ))1 2 1 21 ,

a Q x y y x� � � � �[ ; ],0 0 1 2 ;

P y y x d p G x a y G x a ya{ }[ ; ) / , ( ( ) ( ))1 2 1 2� � � � � � , 0 1 2� � � � �x y y x a;

P x d G x x Q{{ } / , } ( ), [ ; ]0 1 00 � � � � ;

P x d p G x a p G x{{ } / , } ( ( )) ( )( ( ))0 1 1 10 � � � � � � � � , x Q�[ ; ]0 ,

îñê³ëüêè G Q( )� 1.
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Íåõàé
c x d c s x d t x d y P dy x da a a

Q

1 1
00

( , ) ( / ) ( / , , ) ( / , ).�



�� �

Òîä³ äëÿ ìîäåë³ êåðóâàííÿ çàïàñàìè óìîâà (2) íàáóâàº âèãëÿäó

r t x d
r x d

t x d

t x dx
a

a

a

( / , ) ,
( , ),

( , ),
( , ),

� �
�

�
�
�

0 �

�

äå
r x d c x d c y x dG y

x

( , ) ( , ) ( ) ( ),0 1 0 3� � �



�

r x d p c x a d p c x d c aa a a( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )� � � � � �1 1 21

� � � � � �



�




��p c y x a dG y p c y x dG y

xx a

3 31( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

äëÿ a � 0 .
Òåîðåìà 11 [13]. Íåõàé ôóíêö³¿ c xi ( ) , i �1 2 3, , , º íàï³âíåïåðåðâíèìè çíèçó

³ âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ 1) òåîðåìè 2. Òîä³ äëÿ ìîäåë³ êåðóâàííÿ çàïàñàìè
ó êëàñ³ � óñ³õ äîïóñòèìèõ ñòðàòåã³é ³ñíóº îïòèìàëüíà íåðàíäîì³çîâàíà

ñòðàòåã³ÿ, äëÿ ÿêî¿ äîñÿãàºòüñÿ ì³í³ìóì âèòðàò W
L

V x dx� �
1

( ) ( )� . Òóò �( )� —

ì³ðà, çîñåðåäæåíà â òî÷ö³ 0 ³ç âàãîþ G x G x( ): ( )� �1 , à V x( ) çàäîâîëüíÿº

ð³âíÿííÿ îïòèìàëüíîñò³
V x KV x( ) ( )� �

� � � � � �
�
�
�

��




� �min ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )c x d c y x dG y V y dG x y

x

x

1 0 3
0

� �#

$%
&

'(
V G x

L
G Q x d( ) ( ) ( ) ( , )0

1
0� ,

min ( , ) ( ) ( , ) ( )
( ; ]a Q x

a ap c x a d p c x d c a
� �

� � � � �
#

$
%

0
1 1 21

� � � � � � �
�


 


� �p c y x a dG y p c y x dG y

x a x

3 31( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

� � � � � � ���
�

p V y dG x a y p V y dG x y

xx a

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
00

� � � � �#

$%
&

'(
&

'
(
�
�
 

V p G x a p G x
L

G Q x da( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )0 1
1

� ,

x X� .
Òåîðåìà 12 [13]. Íåõàé âèêîíàí³ óìîâè òåîðåìè 11 ³ äëÿ áóäü-ÿêîãî x X�

L x a p c x a d p c y x a dG y c aa

x a

( , ) ( , ) ( ( )) ( ) ( )� � � � � �
�




�1 3 2
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ìîíîòîííî ñïàäàº çà a Q x� �( ; ]0 . Êð³ì òîãî, íåõàé ôóíêö³ÿ �( , )x da

ìîíîòîííî çðîñòàº çà x X� ³ a Q x� �( ; ]0 , à ôóíêö³ÿ ñ x d ñ x dx1 1 0( , ) ( , )�
ìîíîòîííî çðîñòàº çà x X� . Íåõàé òàêîæ � �( , ) ( , )x d x dQ x0 � � ìîíîòîííî
çðîñòàº çà x Q�[ ; )0 , à

c x d p c Q d p c x d p c y x dG yQ x Q x1 0 1 1 31( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )� � � � �� � � �



� c Q x

x

2 ( )

ìîíîòîííî ñïàäàº çà x Q�[ ; )0 .

Òîä³ îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ �* äëÿ çàäà÷³ êåðóâàííÿ çàïàñàìè ìàº òàêèé

âèãëÿä: ³ñíóº ïîð³ã x Q* [ ; ]� 0 òàêèé, ùî

�*
*

*

,

,
,

.
� �

�

�
�
�

�d

d

x x

x x

Q x

0

Çàóâàæåííÿ 6. Îäíîíîìåíêëàòóðí³ ìîäåë³ êåðóâàííÿ çàïàñàìè äëÿ
íàï³âìàðêîâñüêèõ ñèñòåì ç³ ñïàäíèìè ôóíêö³ÿìè çàãàëüíèõ âèòðàò äåòàëüíî
ðîçãëÿíóòî ó [13].

3.2.2. Áàãàòîíîìåíêëàòóðíà ìîäåëü êåðóâàííÿ çàïàñàìè äëÿ
íàï³âìàðêîâñüêèõ ñèñòåì ç³ ñïàäíîþ ôóíêö³ºþ âèòðàò. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
êåðóâàííÿ çàïàñàìè m ïðîäóêò³â, êîæíèé ³ç ÿêèõ ìîæíà íåïåðåðâíî
ïîïîâíþâàòè. Ïðèïóñòèìî, ùî Qi — ìàêñèìàëüíèé ð³âåíü çàïàñó i-ãî ïðîäóêòó,
òîä³ çàïàñ i-ãî ïðîäóêòó íàáóâàº çíà÷åíü íà [ , ]0 Qi .

Ó äèñêðåòí³ ìîìåíòè ÷àñó N ïåðåâ³ðÿþòü ñòàí çàïàñ³â êîæíîãî ïðîäóêòó ³
ïðèéìàþòü â³äïîâ³äí³ ð³øåííÿ ùîäî ïîïîâíåííÿ ñêëàä³â ó òàêèé ñïîñ³á.

ßêùî ð³âåíü çàïàñ³â i-ãî ïðîäóêòó â ìîìåíò ÷àñó n�N äîð³âíþº X i
n =

� �x Qi i[ , ],0 òî çä³éñíþþòü çàìîâëåííÿ öüîãî ïðîäóêòó D Ai
n

i
x� ,

A Q xi
x

i i: [ , ]� �0 .

Ïðîñò³ð ñòàí³â ñèñòåìè, ÿêà îïèñóº ðîçâèòîê ñèñòåìè â ÷àñ³, ïîçíà÷èìî
X X X X m� 
 
 
1 2 ... , X Qi i� [ , ]0 , X X nn� ��( : ) , à ïðîñò³ð ïðèéíÿòèõ

ð³øåíü — A A A Ax x
m
x� 
 
 
1 2 ... .

Ïðèïóñêàòèìåìî, ùî âàðò³ñòü çàìîâëåííÿ (ÿêà ìîæå âêëþ÷àòè âèòðàòè
âèðîáíèöòâà) ñêëàäàºòüñÿ ç ô³êñîâàíî¿ âàðòîñò³ òà ë³í³éíî¿ ôóíêö³¿. Òîä³
çàìîâëåííÿ xi > 0 òîâàð³â ïðèçâîäèòü äî î÷³êóâàíèõ âèòðàò çàìîâëåííÿ
C x A c xi i i i i( ) � � � , Ci ( )0 0� , Ai � 0 , ci � 0 .

Äàë³ ïðèïóñòèìî, ùî çàãàëüí³ âèòðàòè çáåðåæåííÿ òà äåô³öèòó çà ïåð³îä
÷àñó f x di i

ai( , ) çàëåæàòü â³ä ð³âíÿ çàïàñ³â xi � 0 ³ çàìîâëåííÿ a Q xi i i� �[ , ]0 íà

ïî÷àòêó ïåð³îäó, äå f i ( , )� � — ôóíêö³¿, íàï³âíåïåðåðâí³ çíèçó çà ñóêóïí³ñòþ
çì³ííèõ.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ³ç ñåðåäí³ìè âèòðàòàìè (�-êðèòåð³ºì). Äëÿ ñèñòåìè, ùî
ïåðåáóâàº ó ñòàí³ x íà ïî÷àòêó ïåð³îäó, ó ðàç³ ïðèéíÿòòÿ ð³øåííÿ a A� î÷³êóâàí³

âèòðàòè çà îäèí ïåð³îä ñòàíîâëÿòü r x a r x ai i i

i

m

( , ) ( , )�
�
�

1

, äå r x ai i i( , ) —

î÷³êóâàí³ âèòðàòè çà i-ì ïðîäóêòîì çà îäèí ïåð³îä ÷àñó, ÿêùî ñòàí öüîãî
ïðîäóêòó äîð³âíþº xi , ³ íà ïî÷àòêó ïåð³îäó ïðèéíÿòî ð³øåííÿ d

ai :

r x di i( , )0 � f x di i( , )0 , i m�1, ,

³ äëÿ ai > 0
r x di i

ai( , ) � f x a d C ai i i
a

i i
i( , ) ( )� � , i m�1, .
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Éìîâ³ðíîñò³ ïåðåõîäó íà X i äëÿ áóäü-ÿêî¿ áîðåë³âñüêî¿ ï³äìíîæèíè [ , ]0 Qi
çàäàþòü òàê:

P y y x di i i
ai([ , ] / , )1 2 �G x a y G x a yi i i i i i i i( ) ( )� � � � �1 2 ,

a Q xi i i� �[ , ]0 , 0 1 2� � � �y y x ai i i i ,

P x di
ai({ } / , )0 �1� � �G x ai i i( ) , x Qi i�[ , ]0 .

Éìîâ³ðíîñò³ ïåðåõîäó ñèñòåìè ìàþòü âèãëÿä P B x d a( / , ) � P B x di i
a

i

m
i( / , ),

�
"

1

äå Bi — áîðåë³âñüê³ ï³äìíîæèíè [ , ]0 Qi . Ââàæàòèìåìî, ùî G Q( )� 1.
Íàñòóïíà òåîðåìà äàº óìîâè ³ñíóâàííÿ îïòèìàëüíî¿ ñòðàòåã³¿ áàãàòî-

íîìåíêëàòóðíî¿ ìîäåë³ êåðóâàííÿ çàïàñàìè.
Òåîðåìà 13 [14]. Äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¿ íàï³âìàðêîâñüêî¿ ìîäåë³ êåðóâàííÿ ó

êëàñ³ �1 ³ñíóº �-îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ ç ì³í³ìàëüíîþ âàðò³ñòþ W
L

V x dx� �
1

( ) ( ).�

Òóò � � �( ) ( )... ( )� � � �1 m , � i ( )� — ì³ðà, ñêîíöåíòðîâàíà â òî÷ö³ 0 ³ç âàãîþ

G G xi � �1 ( ) , i m�1, , G G Gm� 1� , à V x( ) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ îïòèìàëüíîñò³

V x LV x f x a d
a Ai

m

i i i ai
( ) ( ) min{ ( , )� � �

��
�

1

+ C ai i ai
( ) � ��1 0

� �V y P dy x ai i

X

i i i

i

( )[ ( / , ) �
� !
"1

1L
dy x a xi i i i i j j

j j i

m

� � �( ) ( , ) ( )]}
,

.

Íàñòóïíà òåîðåìà äàº çìîãó âèçíà÷èòè ôîðìó îïòèìàëüíî¿ ñòðàòåã³¿ äëÿ
áàãàòîíîìåíêëàòóðíî¿ ñèñòåìè çàïàñ³â.

Òåîðåìà 14 [14]. Íåõàé c x f x di i i i
ai� � ( , ) , i m�1, , ìîíîòîííî ñïàäàº çà

x Qi i�[ , ]0 ³ a Q xi i i� �( ; ]0 . Êð³ì òîãî, íåõàé ôóíêö³ÿ � i i
a

x d i( , ) ìîíîòîííî

çðîñòàº çà x Qi i�[ ; ]0 ³ a Q xi i i� �( ; ]0 .
Òîä³ �-îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ �* ��1 äëÿ çàäà÷³ êåðóâàííÿ çàïàñ³â ìàº

òàêèé âèãëÿä: ³ñíóº ïîð³ã x x xm
* * *( , ..., )� �1 [ , ] ... [ , ]0 01Q Qm
 
 òàêèé, ùî

� � �* * *( , ..., )� 1 m ³ äëÿ i m�1,

�i
Q x i i

i i

d x x

d x x

i i*
*

*

, ;

, .
�

�

�
�
�

��
� <

0

3.2.3. Áàãàòîíîìåíêëàòóðíà ìîäåëü êåðóâàííÿ çàïàñàìè äëÿ íàï³âìàð-
êîâñüêèõ ñèñòåì ³ç çàãàëüíîþ ôóíêö³ºþ âèòðàò. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
êåðóâàííÿ çàïàñàìè m ïðîäóêò³â, êîæíèé ç ÿêèõ ìîæíà íåïåðåðâíî
ïîïîâíþâàòè (òàêó ñàìó, ÿê ó ï. 3.2.2).

Ïðèïóñòèìî, ùî ÷àñ � �i
n

i
n( )> 0 ïåðåáóâàííÿ i-¿ ñèñòåìè ó ñòàí³ xi

n º âè-

ïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ³ç ôóíêö³ºþ ðîçïîä³ëó �i i
n

i
n

i
nX D X( / , , )� �1 , i m�1, .

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ôóíêö³¿ �i i
n

i
n

i
nX D X( / , , )� �1 âèì³ðí³ çà Áîðåëåì íà

[ ; ] [ ; ] [ ; ]0 0 0Q Q Qi i i
 
 .
Ö³ ïðèïóùåííÿ ãàðàíòóþòü, ùî äëÿ îïèñàíî¿ ìàðêîâñüêî¿ ñòðàòåã³¿

ïîñë³äîâíîñò³ X X ni i
n� �( : )N º ñòàö³îíàðíèìè íàï³âìàðêîâñüêèìè ïðîöåñàìè,

i m�1, , ³ ìîäåëü êåðóâàííÿ çàïàñàìè â³äïîâ³äàº ñòðóêòóð³ íàï³âìàðêîâñüêîãî

äèíàì³÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ.
Äàë³ ââàæàòèìåìî, ùî âñ³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè âèçíà÷åí³ íà çàãàëüíîìó

îñíîâíîìó éìîâ³ðí³ñíîìó ïðîñòîð³ ìîäåë³ ( , , )) F P .
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Ìîäåëü êåðóâàííÿ çàïàñàìè ñèñòåìè âðàõîâóº âàðò³ñòü çàïàñó (ÿêà ìîæå
âêëþ÷àòè âèòðàòè âèðîáíèöòâà), âàðò³ñòü çáåð³ãàííÿ ³ äåô³öèò äëÿ êîæíîãî i-ãî
ïðîäóêòó. Âèòðàòè íà çáåð³ãàííÿ ð³âíÿ çàïàñó xi i-ãî ïðîäóêòó çà ÷àñ si , ÿêùî ó
ñòàí³ xi i-òà ï³äñèñòåìà ïåðåáóâàëà ïðîòÿãîì ÷àñó t s ti i i, � , ñòàíîâëÿòü
C s xi i i

1 ( / ) , C Qi i
1 0: [ , ]� �R , à âàðò³ñòü çàìîâëåííÿ ïðîäóêö³¿ â ðîçì³ð³ xi äëÿ

i-ãî òîâàðó ñòàíîâèòü C xi i
2 ( ) , C Qi i

2 0: [ , ]� �R , ïðè öüîìó âèòðàòè, ñïðè÷èíåí³

äåô³öèòîì, ñòàíîâëÿòü C xi i
3 ( ) , Ci

3 0: [ , ) , )� 
 � � 
[0 , ÿêùî âèìîãè xi íå

ìîæóòü áóòè âèêîíàí³.
Ïðèïóñòèìî, ùî:
1) ôóíêö³¿ C s xi i i

1 ( / ) — íåâ³ä’ºìí³ ìîíîòîííî íåñïàäí³ çà si òà xi ,

à ôóíêö³¿ C xi i
2 ( ) , C xi i

3 ( ) , i m�1, , — ìîíîòîíí³ íåñïàäí³ íåâ³ä’ºìí³ ôóíêö³¿;

2) ôóíêö³¿ C xi i
3 ( ) , xi � 
[ , )0 , çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

Ci
3 0 0( ) � , C y dG yi i

3

0

( ) ( ) ,



� 
< i m�1, .

ßêùî i-òà ï³äñèñòåìà ïåðåáóâàº ó ñòàí³ xi íà ïî÷àòêó ïåð³îäó, ïðèéíÿòî
ð³øåííÿ dai

ïðî äîçàìîâëåííÿ â ðîçì³ð³ a Ai i� ³ ÷àñ, ùî ìèíóâ äî ìîìåíòó
òàêîãî äîçàìîâëåííÿ, äîð³âíþº ti , òî î÷³êóâàí³ âèòðàòè çà ÷àñ s s ti i i, � ,
ñòàíîâëÿòü:

r s x di i i( / , )0 �C s xi i i
1 ( / ) � C y x dG yi i i

xi

3 ( ) ( )�



� , i m�1, ,

³ äëÿ ai > 0

r s x di i i
ai( / , ) �C s x a C xi i i i i i

1 2( / ) ( )� � � C y x a dG yi i i i

x ai i

3 ( ( )) ( ),� �
�




� i m�1, .

Òóò r s x a r s x ai i i i

i

m

( / , ) ( / , )�
�
�

1

.

Éìîâ³ðíîñò³ ïåðåõîäó P x ai i( / , )� íà X i äëÿ áóäü-ÿêî¿ áîðåë³âñüêî¿
ï³äìíîæèíè [ , ]0 Qi çàäàþòü ó òàêèé ñïîñ³á:

P y y x di i i
ai( , ] / , )* 1 2 �G x a y G x a yi i i i i i i i( ) ( )� � � � �1 2 ,

a Q xi i i� �[ , ]0 , 0 1 2� � �y y x ai i i i< ,

P x di
ai({ } / , )0 �1� � �G x ai i i( ) , x Qi i�[ , ]0 .

Éìîâ³ðíîñò³ ïåðåõîäó ñèñòåìè ìàþòü âèãëÿä P B x d a( / , ) � P B x di i
a

i

m
i( / , ),

�
"

1äå Bi — áîðåë³âñüê³ ï³äìíîæèíè [ , ]0 Qi .

Íåõàé

C x d C t x d t x d y P dy x di i
a

i i i i
a

i i
ai i i1 1( , ) ( / ) ( / , , ) ( / , ).� �

00




��
Qi

Òîä³ äëÿ ìîäåë³ êåðóâàííÿ çàïàñàìè ìàºìî:

r t x d
r x d

t x d

t x
i i i

x

i i
a

i i i
a

i i i

i

i

i

( / , )
,

( , ),
( , );

( ,
� �

�

0 �

� d
ai ),

�
�
�

äå
r x d C x d C y x dG yi i i i i i i

xi

( , ) ( , ) ( ) ( ),0 1 0 3� � �



�

r x di i
ai( , ) �C x a d C ai i i

a
i i

i1 2( , ) ( )� � � C y x a dG yi i i i

x ai i

3 ( ( )) ( ),� �
�




� i m�1, ,

äëÿ ai > 0.
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Òåîðåìà 15 [8]. Íåõàé ôóíêö³¿ Ci
1, Ci

2 , Ci
3 , i m�1, , — íàï³âíåïåðåðâí³

çíèçó ³ âèêîíàíî ïðèïóùåííÿ 1) òåîðåìè 4. Òîä³ äëÿ ìîäåë³ êåðóâàííÿ ó êëàñ³ �
âñ³õ äîïóñòèìèõ ñòðàòåã³é ³ñíóº �-îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ ç ì³í³ìàëüíîþ âàðò³ñòþ

W
L

V x dx� �
1

( ) ( ).�

Òóò � � �( ) ( )... ( )� � � �1 m , � i ( )� — ì³ðà, ñêîíöåíòðîâàíà â òî÷ö³ 0 ³ç âàãîþ

G G Gm� 1� , G G xi � �1 ( ) , i m�1, , à V x( ) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ îïòèìàëüíîñò³

V x KV x( ) ( )� � min [ ( , )
a A

i i
a

i

m

C x d i

��

�� { 1

1

C y x dG yi i

x

i

i

3 ( ) ( )� �



�

� � � �C x a d C ai i i
a

i i
i1 2( , ) ( )

� � �
�




�C y x a dG yi i i

x a

i

i i

3 ( ( )) ( )] � ��V y P dy x ai i

X

i i i

i

( )[ ( / , )

�
� !
"1

1L
dy x d xi i i i

a
j j

j j i

m
i� � �( ) ( , ) ( )] .

,

}

Ó [8] ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ ñòðóêòóðè îïòèìàëüíî¿ ñòðàòåã³¿ çà
óìîâ òåîðåìè 15.

Òåîðåìà 16 [8]. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 15, à òàêîæ òàê³ óìîâè:

1) + �x Xi i , L a x C x a di i i i i i
ai( , ) ( , )� � �1 C y x a dG yi i i

x a

i

i i

3 ( ( )) ( )� �
�




� �C ai i
2 ( )

ìîíîòîííî ñïàäàþòü çà a Q xi i i� �( , ]0 ;

2) ôóíêö³¿ � i i
a

x d i( , ) ìîíîòîííî çðîñòàþòü çà x Xi i� òà a Q xi i i� �( ; ]0 ,

à ôóíêö³¿ C x d C x di i
x

i i
i1 1 0( , ) ( , )� ìîíîòîííî çðîñòàþòü çà x Xi i� ;

3) � �i i i i
Q x

x d x d i i( , ) ( , )0 � � ìîíîòîííî çðîñòàþòü çà x Qi i
* [ ; ]� 0 , à

~
( ) ( , ) ( , )L x C x d C Q di i i i i i

Q xi i� � ��1 0 1 C y x dG yi i

x

i

i

3 ( ) ( )�



� � �C Q xi i i
2 ( ) ,

x Qi i�[ , )0 , ìîíîòîííî ñïàäàº çà x Qi i�[ , )0 .

Òîä³ �-îïòèìàëüíà ñòðàòåã³ÿ �* ��1 äëÿ çàäà÷³ êåðóâàííÿ çàïàñàìè ìàº

òàêèé âèãëÿä: ³ñíóº ïîð³ã x x xm
* * *( , ..., )� �1 [ , ] ... [ , ]0 01Q Qm
 
 òàêèé, ùî

� � �* * *( , ..., )� 1 m ³ äëÿ i m�1,

�i
Q x i i

i i

d x x

d x x

i i*
*

*

, ;

, .
�

�

�
�
�

��
� <

0

Ï³äñóìîâóþ÷è íàâåäåí³ ðåçóëüòàòè, çàçíà÷èìî, ùî îñíîâíà ³äåÿ îòðèìàííÿ
îïòèìàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â äëÿ äåÿêèõ ìîäåëåé êåðóâàííÿ çàïàñàìè ïîëÿãàëà
ó â³äøóêàíí³ óìîâ, çà ÿêèõ çàäà÷à çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü
çâîäèòüñÿ äî á³ëüø ïðîñòî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ îïòèì³çàö³¿, ùî ìàº âåëèêå çíà÷åííÿ
äëÿ êîíêðåòíèõ ïðèêëàäíèõ çàñòîñóâàíü. Îáãîâîðåííÿ äåÿêèõ ïðîáëåì, ÿê³
ñòîñóþòüñÿ ðåàë³çàö³¿ öüîãî ï³äõîäó äî çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â,
ïðåäñòàâëåíî òàêîæ ó ðîáîòàõ [15–19].
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P.S. Knopov, T.V. Pepelyaeva
CONTROLLED STOCHASTIC SYSTEMS

Abstract. Controlled Markov and semi-Markov processes and systems are considered. A review of
inventory control problems is provided. One- and multiproduct models with different types of cost
function and optimality criteria are considered. The optimality conditions and structures of optimal
strategies in the problems are investigated.

Keywords: Markov processes, semi-Markov processes, inventory control, ( , )s S -strategy,
optimality criterion, optimal strategy.
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