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ÐÎÇÙÅÏËÅÍÍß ÑÈÑÒÅÌÈ Ë²Í²ÉÍÈÕ Ð²ÂÍßÍÜ ÍÀ ÁËÎÊÈ

Àíîòàö³ÿ. Íàâåäåíî îãëÿä ð³çíèõ çàäà÷ ïðî ïðèâåäåííÿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ
ð³âíÿíü äî äåê³ëüêîõ íåçàëåæíèõ ï³äñèñòåì ìåíøîãî ïîðÿäêó. Îá´ðóíòîâàíî ïîáóäîâó äî-
ïîì³æíèõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü, äëÿ ÿêèõ çàñòîñîâóºòüñÿ ïåðåòâîðåííÿ ïîä³áíîñò³. Öå äàº
çìîãó âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ð³çíèõ êëàñ³â çàäà÷ ðåçóëüòàòè, ÿê³ áóëè îòðèìàí³ äëÿ ïðèâå-
äåííÿ äâîõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü, à ñàìå: îòðèìàííÿ ìàêñèìàëüíî ìîæëèâî¿ ê³ëüêîñò³
áëîê³â, äîêàç ºäèíîñò³ îäåðæàíîãî ðîçùåïëåííÿ, ïîøóê ñõîâàíî¿ ñèìåòð³¿ äîñë³äæóâàíî¿
ñèñòåìè, âèÿâëåííÿ ñëàáêî ïîâ’ÿçàíèõ ï³äñèñòåì ³ ñòâîðåííÿ åôåêòèâíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ
àëãîðèòì³â ðîçùåïëåííÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìàòðèö³, ñèñòåìè ð³âíÿíü, äåêîìïîçèö³ÿ, ìàêñèìàëüíà ê³ëüê³ñòü ï³äñèñòåì.

ÂÑÒÓÏ

Äëÿ áàãàòüîõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ º êîðèñíèì ñïðîùåííÿ â³äïîâ³äíî¿ ìàòðè÷íî¿

ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ çâåäåííÿì ïî÷àòêîâèõ ð³âíÿíü äî äåê³ëüêîõ íåçàëåæíèõ

ï³äñèñòåì ìåíøîãî ïîðÿäêó. Äëÿ çâåäåííÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü äî áëî÷íî-ä³àãî-

íàëüíîãî âèãëÿäó ïåðåòâîðåííÿì ïîä³áíîñò³ ³ñíóº ìåòîä êîìóòîâíî¿ ìàòðèö³ [1,

ãë. VIII]. Ïðî ìîæëèâ³ñòü éîãî çàñòîñóâàííÿ äëÿ ðîçùåïëåííÿ ñèñòåì ð³âíÿíü

äàâíî â³äîìî ç ï³äðó÷íèê³â ç êâàíòîâî¿ ìåõàí³êè [2]. Ìåòîä êîìóòîâíî¿ ìàòðèö³

ÿê òàêèé çàïðîïîíóâàëè îäíî÷àñíî À.Ê. Ëîïàò³í ³ ª.Ä. ßêóáîâè÷ [3, 4].

Ó âèïàäêó ïåðåòâîðåííÿ ïîä³áíîñò³ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ó [5] íàâåäåíî ðîç-

â’ÿçêè òàêèõ çàäà÷³:

• îòðèìàííÿ ìàêñèìàëüíî ìîæëèâî¿ ê³ëüêîñò³ áëîê³â;

• äîêàç ºäèíîñò³ îäåðæàíîãî ðîçùåïëåííÿ;

• âèÿâëåííÿ ñèìåòð³¿ äîñë³äæóâàíî¿ ñèñòåìè;

• âèÿâëåííÿ ñëàáêî ïîâ’ÿçàíèõ ï³äñèñòåì;

• ñòâîðåííÿ åôåêòèâíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ àëãîðèòì³â ðîçùåïëåííÿ.

Ó çàïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ íàâåäåíî îãëÿä ð³çíèõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ ç ïðÿìî-

êóòíèìè òà êâàäðàòíèìè ìàòðèöÿìè. Äëÿ êîæíî¿ ç íèõ ïîáóäîâàíî äîïîì³æí³

êâàäðàòí³ ìàòðèö³ ³ çàñòîñîâàíî ïåðåòâîðåííÿ ïîä³áíîñò³ öèõ ìàòðèöü.

1. ÌÅÒÎÄ ÊÎÌÓÒÎÂÍÎ¯ ÌÀÒÐÈÖ². ÎÑÍÎÂÍ² ÏÎËÎÆÅÍÍß

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî îäíî÷àñíå ðîçùåïëåííÿ äâîõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü: M1 ,

M 2 n-ãî ïîðÿäêó. Íàçâåìî êîìóòîâíîþ ìàòðèöþ Z òàêó, ùî çàäîâîëüíÿº ñèñ-

òåìó ìàòðè÷íèõ ð³âíÿíü:
M Z Z M

M Z Z M
1 1

2 2

� � �
� � �

�
�
�

,

.
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50 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2024, òîì 60, ¹ 4

© Þ.Ì. Áàçèëåâè÷, ².À. Êîñòþøêî, Î.Ä. Ñòàí³íà, Â.Ñ. Òêà÷îâ, 2024



Ìíîæèíà � ( )M i óñ³õ ìàòðèöü, ùî êîìóòóþòü ³ç çàäàíèìè ìàòðèöÿìè

{ }M i , íàçèâàºòüñÿ öåíòðàë³çàòîðîì ìàòðèöü { }M i . Â³äîìî [1, 5], ùî íåîáõ³äíîþ

òà äîñòàòíüîþ óìîâîþ çâåäåííÿ ìàòðèöü M ii ( , )�1 2 äî áëî÷íî-ä³àãîíàëüíîãî

âèãëÿäó º ³ñíóâàííÿ â öåíòðàë³çàòîð³ � ( )M i ìàòðèö³ Z , ÿêà ìàº íåîäíàêîâ³

âëàñí³ ÷èñëà.

Åëåìåíòè ìàòðèö³ Z âèçíà÷àþòüñÿ çã³äíî ç ñèñòåìîþ ìàòðè÷íèõ ð³âíÿíü (1).

Ïðèõîäèìî äî ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü (ÑËÀÐ), ùî

ì³ñòèòü 2 2n ð³âíÿíü ³ç n2 íåâ³äîìèìè — åëåìåíòàìè ìàòðèö³ Z . Ðîçâ’ÿçîê ñèñ-

òåìè ð³âíÿíü ìîæíà îòðèìàòè â³äîìèìè ìåòîäàìè.

Îïèñàíèé ìåòîä çàñòîñîâóºòüñÿ ñïî÷àòêó äëÿ ïàðè ïî÷àòêîâèõ ìàòðèöü,

ïîò³ì — äî ïàð áëîê³â, îòðèìàíèõ íà ïîïåðåäíüîìó åòàï³. Âèêîíóºìî öå äî îò-

ðèìàííÿ ïàð áëîê³â, ùî íå ðîçùåïëþþòüñÿ. Òàêèì ÷èíîì, çã³äíî ç òåîðåìîþ

åäèíîñò³ [5, òåîðåìà 6.5] îòðèìóºìî ìàêñèìàëüíî ìîæëèâó ê³ëüê³ñòü íåçàëåæ-

íèõ ï³äñèñòåì

Ïåðåéäåìî äî óçàãàëüíåííÿ [3, òåîðåìà 2] ìåòîäó êîìóòîâíî¿ ìàòðèö³.

Ó âèïàäêó ïðÿìîêóòíèõ ìàòðèöü M i gi ( , )�1 ðîçì³ðó m n� çàì³ñòü êîìóòîâíî¿

ìàòðèö³ Z âèêîðèñòîâóþòüñÿ äâ³ ìàòðèö³: Z Z1 2, , ðîçì³ð³â m m� òà n n�
â³äïîâ³äíî, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ìàòðè÷íèõ ð³âíÿíü:

Z M M Z i gi i1 2 1� � � �( , ). (2)

Âêàçàí³ ìàòðèö³ ìîæóòü ìàòè îäíàêîâ³ âëàñí³ ÷èñëà. Ïðîíóìåðóºìî âëàñí³

÷èñëà ìàòðèöü Z Z1 2, ó òàêèé ñïîñ³á: ñïî÷àòêó âëàñí³ ÷èñëà, ÿê³ çá³ãàþòüñÿ,

ïîò³ì ðåøòó. Çàçíà÷èìî, ùî ñåðåä ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè (2) çàâæäè íàÿâí³ ìíîæè-

íè Z E Z Em n1 2� � � �� �, , äå � — äîâ³ëüíå ÷èñëî, Em , En — îäèíè÷í³ ìàòðèö³

ïîðÿäê³â m òà n â³äïîâ³äíî.

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ: � ( ) ( , )Z ii �1 2 — ìíîæèíà óñ³õ ð³çíèõ âëàñíèõ ÷èñåë

ìàòðèö³ Zi , � � �( , ) ( ) ( )Z Z Z Zi 2 1 2� 	 ; � ( )A — ìàòðèöÿ, ñòîâáöÿìè ÿêî¿ º

âåêòîðè êàíîí³÷íîãî áàçèñó ìàòðèö³ A. Íåõàé S Z1
1

1� 
� ( ), S Z2
1

2� 
� ( ).

Â³äîìî [3], ÿêùî ìíîæèíà � � ( , )Z Zi 2 ìàº á³ëüøå îäíîãî åëåìåíòà, òî ïåðåòâî-

ðåííÿ
~

M S M Si i i� � � 2 ( , )i g�1

ïðèâîäèòü çàäàí³ ìàòðèö³ M i gi ( , )�1 äî áëî÷íî-ä³àãîíàëüíîãî âèãëÿäó

(3)

Ó (3) M i j dij ( , , )� 
1 1 — ìàòðèö³ ðîçì³ðó n m k j gk j� �( , , )1 ; ( )d 
1 —

ê³ëüê³ñòü âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöü Z1 , Z2 ; { }ni (äëÿ i d� ) — êðàòíîñò³ âëàñíèõ ÷è-

ñåë ìàòðèö³ Z1, a { }mi — ìàòðèö³ Z2 [3].

Çíà÷åííÿ ÷èñåë n md d( ) â³äïîâ³äíî äîð³âíþþòü ñóì³ êðàòíîñòåé óñ³õ âëàñíèõ

÷èñåë ìàòðèö³ Z Z1 2( ), ÿê³ íå çá³ãàþòüñÿ ç æîäíèì âëàñíèì ÷èñëîì ìàòðèö³ Z Z2 1( ).

Äàë³ ðîçãëÿäàºòüñÿ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó êîìóòîâíî¿ ìàòðèö³ òà éîãî óçà-

ãàëüíåííÿ ùîäî ñïðîùåííÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷.
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2. ÊÎËÈÂÀËÜÍ² ÑÈÑÒÅÌÈ

×àñòî çàäà÷³ ìåõàí³êè çâîäÿòüñÿ äî ñèñòåì äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü,

â³äì³ííèõ â³ä òðàäèö³éíèõ. Íàïðèêëàä, ð³âíÿííÿ êîëèâàíü ³íêîëè ì³ñòÿòü íå-

ñèìåòðè÷í³ ìàòðèö³ êîåô³ö³ºíò³â. ßêùî íåõòóâàòè äåÿêèìè ìàñàìè, çì³íþºòü-

ñÿ çàãàëüíèé âèãëÿä ñàìî¿ ñèñòåìè, ïðè öüîìó ìàòðèöÿ ³íåðö³éíèõ

êîåô³ö³ºíò³â ñòàº îñîáëèâîþ. Òîìó çâè÷àéíî º ñåíñ ðîçãëÿíóòè ðîçùåïëåííÿ

ñèñòåì äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ÿê³ ì³ñòÿòü äîâ³ëüí³, çîêðåìà, ïðÿìîêóòí³

ìàòðèö³ êîåô³ö³ºíò³â.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü

A A A t1 2 3( ) �� ( ) � ( ) ( )� � �� � � � � �z z z R , (4)

äå z ( )t , R( )t — øóêàíèé òà çàäàíèé âåêòîðè-ñòîâïö³ ðîçì³ð³â n òà m

â³äïîâ³äíî; A ii ( , )�1 3 — çàäàí³ ïðÿìîêóòí³ êîìïëåêñí³ ìàòðèö³ ðîçì³ðó

m n� , ÿê³ ë³í³éíî çàëåæàòü â³ä ïàðàìåòð³â � � ( , , ..., )� � �1 2 p :

A Ai j j
i

j

p

( )� � �
�
� �

1

,

äå A j
i — çàäàí³ ñòàë³ ìàòðèö³. Äàë³ ïåðåïîçíà÷èìî A j

i íà M M M g1 2, , ...,

( )g p� 3 .

Ïîòð³áíî çàñòîñóâàòè òàê³ ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè (4):

• çàì³íà çì³ííèõ z y� �S ³ç âèêîðèñòàííÿì íåîñîáëèâî¿ ìàòðèö³ S ;

• ìíîæåííÿ ë³âîðó÷ ïåðåòâîðåíî¿ ñèñòåìè íà íåîñîáëèâó ìàòðèöþ H .

Îòðèìóºìî çì³íåí³ ìàòðèö³

~
M H M Si i� � � ( , )i g� 1 . (5)

Çàäà÷à ïîëÿãàº ó âèçíà÷åíí³ òàêèõ íåîñîáëèâèõ ìàòðèöü H , S , ùîá ìàòðèö³
~

M i áóëè áëî÷íî-ä³àãîíàëüíèìè ³ ê³ëüê³ñòü áëîê³â l íà ãîëîâí³é ä³àãîíàë³ áóëà

ìàêñèìàëüíî ìîæëèâîþ.

Äëÿ öüîãî ñêëàäàºìî äîïîì³æí³ êâàäðàòí³ ìàòðèö³ ³ çàñòîñîâóºìî ïåðåòâî-

ðåííÿ ïîä³áíîñò³. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó êîìóòîâíî¿ ìàòðèö³ ñïî÷àòêó ïðèâîäè-

ìî äî áëî÷íî-ä³àãîíàëüíîãî âèãëÿäó äîïîì³æí³ ìàòðèö³, à äàë³ öåé àëãîðèòì çà-

ñòîñîâóºìî äî ïðîì³æíèõ ìàòðèöü (áëîêè, ùî óòâîðèëèñÿ íà ïîïåðåäíüîìó

åòàï³). ßêùî âíàñë³äîê îá÷èñëåíü ç’ÿñîâàíî, ùî íå ³ñíóº æîäíî¿ êîìóòîâíî¿

ìàòðèö³ ç ð³çíèìè âëàñíèìè ÷èñëàìè, òî öå îçíà÷àº, ùî ïîäàëüøå ñïðîùåííÿ

ñèñòåìè ð³âíÿíü íåìîæëèâå. Òàêèì ÷èíîì âèçíà÷àºìî ìàêñèìàëüíî ìîæëèâó

ê³ëüê³ñòü ï³äñèñòåì äëÿ äîïîì³æíèõ ìàòðèöü.

Äëÿ âèêîíàííÿ ïåðåòâîðåííÿ (5) ñêëàäàºìî äîïîì³æí³ ìàòðèö³ { }Ki ; äàë³

äëÿ íèõ âèêîíóºìî ïåðåòâîðåííÿ ïîä³áíîñò³. ²ñíóþòü äâà ñïîñîáè ñêëàäàííÿ äî-

ïîì³æíèõ ìàòðèöü. Ïåðøèé ñïîñ³á:

K
E

E

m

n
1

0

0 2
�

�



�

�

�
�, K

M
i� �

�



�

�

�
�1

0

0 0
, i g�1, , (6)

äå Em — îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó m. Íóëüîâ³ áëîêè â (6) òàê³, ùî âñ³ ìàò-

ðèö³ Ki ìàþòü ðîçì³ð ( ) ( )m n m n� � � . Ó âèïàäêó, ÿêùî îäíà ³ç ìàòðèöü, íà-

ïðèêëàä M1 , º êâàäðàòíîþ òà íåîñîáëèâîþ, ìîæíà çàñòîñóâàòè äðóãèé ñïîñ³á:

K M M i gi i� � � 


�1

1
1 1 1( , ).

Ðîçùåïëåííÿ ð³âíÿíü (4) ³ç çàñòîñóâàííÿì ïåðåòâîðåííÿ (5) ìîæëèâå ëèøå

ó âèïàäêó, êîëè îäíî÷àñíî ïðèâîäÿòüñÿ äî áëî÷íî-ä³àãîíàëüíîãî âèãëÿäó äî-

ïîì³æí³ ìàòðèö³ [5, òåîðåìè 6.3, 6.4].

52 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2024, òîì 60, ¹ 4



Çàäà÷à îäíî÷àñíîãî çâåäåííÿ äåê³ëüêîõ ìàòðèöü äî áëî÷íî-ä³àãîíàëüíîãî

âèãëÿäó ìàº ì³ñöå òàêîæ ó ðàç³ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåì äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïåð-

øîãî ïîðÿäêó ó ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ. Òàê³ ñèñòåìè âèêîðèñòîâóþòü ó ð³çíèõ ïðè-

êëàäíèõ ãàëóçÿõ [9, 10]. Âèïàäîê çàñòîñóâàííÿ äâîõ ìàòðèöü êîåô³ö³ºíò³â º â³äî-

ìèì. Ó [11] ðîçãëÿíóòî á³ëüø çàãàëüíèé âèïàäîê, êîëè ê³ëüê³ñòü ìàòðèöü òà ¿õí³é

ïîðÿäîê á³ëüøå äâîõ. Äëÿ îäíî÷àñíîãî ïðèâåäåííÿ äåê³ëüêîõ ìàòðèöü äî áëî÷-

íî-ä³àãîíàëüíîãî âèãëÿäó â [11] áóëî çàñòîñîâàíî ìåòîä êîìóòîâíî¿ ìàòðèö³.

3. ÎÑÎÁËÈÂ²ÑÒÜ ÇÀÄÀ× Ç ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÈÌÈ ÌÀÒÐÈÖßÌÈ

Ðîçùåïëåííÿ ñèñòåì ç êâàäðàòíèìè ñèìåòðè÷íèìè ìàòðèöÿìè º êîðèñíèì

äëÿ áàãàòüîõ ð³çíèõ çàäà÷, íàïðèêëàä, äëÿ çàäà÷ òðàäèö³éíî¿ òåîð³¿ êîëèâàíü,

êâàíòîâî¿ ìåõàí³êè òîùî.

Ðîçãëÿíåìî ìåòîäè ðîáîòè ç ñèìåòðè÷íèìè ìàòðèöÿìè íà ïðèêëàä³ ïðîáëå-

ìè ñïðîùåííÿ çàäà÷³ íàï³ââèçíà÷åíîãî ïðîãðàìóâàííÿ [7, 13–15]:

min A X0 � ,

A X b i mi i� 
 �, ,1 ,

äå A i mi ( , )� 0 — çàäàí³ ñèìåòðè÷í³ ìàòðèö³ ïîðÿäêó n; X — íåâ³ä’ºìíî âèç-

íà÷åíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, ùî ï³äëÿãàº îçíà÷åííþ; bi ( , )i m�1 —

ä³éñí³ ÷èñëà; � — ñêàëÿðíèé (âíóòð³øí³é) äîáóòîê äâîõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü:

A X a xjk jk

j k

n

� �
�

� ,

, 1

.

Ïîòð³áíî âñ³ ìàòðèö³ A i mi ( , )� 0 îäíèì ïåðåòâîðåííÿì ïîä³áíîñò³ ïðèâåñòè

äî îäíàêîâîãî áëî÷íî-ä³àãîíàëüíîãî âèãëÿäó. Ïðè öüîìó òðåáà âðàõîâóâàòè äâ³

óìîâè: ïåðåòâîðåí³ ìàòðèö³ ìàþòü áóòè ñèìåòðè÷íèìè, à íîâà ìàòðèöÿ íåâ³äî-

ìèõ ìàº ùå çàëèøàòèñÿ íåâ³ä’ºìíî âèçíà÷åíîþ. Ö³ óìîâè áóäóòü âèêîíóâàòèñÿ,

ÿêùî ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ S áóäå îðòîãîíàëüíîþ.

Çàñòîñîâóºìî ìåòîä êîìóòîâíî¿ ìàòðèö³. Äëÿ îòðèìàííÿ îðòîãîíàëüíî¿

ìàòðèö³ ïåðåòâîðåííÿ ïîòð³áíî ç ìíîæèíè êîìóòîâíèõ ìàòðèöü âèáðàòè ñèìåò-

ðè÷íó ìàòðèöþ Z . Çàçíà÷èìî, ùî ðàçîì ç êîæíîþ ìàòðèöåþ Z ó öåíòðàë³çàòîð

ìíîæèíè ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü âõîäèòü ³ òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöÿ Z T . Ä³éñíî,

ç ð³âíîñò³ A Z Z Ai i� âèïëèâàº Z A A Zi i
T T T T� , à îñê³ëüêè ìàòðèö³ Ai ñèìåò-

ðè÷í³, òî ³ Z A A Zi i
T T� . Öå îçíà÷àº, ùî Z T íàëåæèòü öåíòðàë³çàòîðó. Òîìó

çàì³ñòü íåñèìåòðè÷íèõ (âçàãàë³ êàæó÷è) ìàòðèöü Z ïîòð³áíî âèêîðèñòîâóâàòè

ñèìåòðè÷í³ ìàòðèö³ U Z Z� T àáî U Z Z� � T .

Äëÿ ñèìåòðè÷íî¿ ìàòðèö³ çàâæäè ³ñíóº êàíîí³÷íèé áàçèñ, ùî ñêëàäàºòüñÿ

ç îðòîãîíàëüíèõ íîðìîâàíèõ âëàñíèõ âåêòîð³â. Ç òàêèõ âåêòîð³â ³ ñêëàäàºìî

îðòîãîíàëüíó ìàòðèöþ ïåðåòâîðåííÿ S .

Çàçíà÷èìî, ùî ïåðåòâîðåííÿ ïîä³áíîñò³ çàëèøàº íåçì³ííèìè âëàñí³ ÷èñëà

ìàòðèö³, çáåð³ãàþ÷è òàêèì ÷èíîì íåâ³ä’ºìíó âèçíà÷åí³ñòü íåâ³äîìî¿ ìàòðèö³ X .

Äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü íåìîæëèâèé îñîáëèâèé âèïàäîê, êîëè ðàíã öåí-

òðàë³çàòîðà r �1, àëå âñ³ ìàòðèö³ éîãî áàçèñó íå ìàþòü ð³çíèõ âëàñíèõ ÷èñåë.

Ä³éñíî, ñèìåòðè÷í³ ìàòðèö³ ìàþòü ä³àãîíàëüíó Æîðäàíîâó ôîðìó. ßêùî âñ³

âëàñí³ ÷èñëà òàêî¿ ìàòðèö³ Z îäíàêîâ³, òî âîíà º êðàòíîþ îäèíè÷í³é ìàòðèö³ ³

ìîæå áóòè ëèøå îäíèì åëåìåíòîì áàçèñó öåíòðàë³çàòîðà. ²íàêøå ³ñíóº ìàòðèöÿ

Z , ùî ìàº ð³çí³ âëàñí³ ÷èñëà.
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4. ÑÈÑÒÅÌÈ ÊÅÐÓÂÀÍÍß

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä äåêîìïîçèö³¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü

�y y u� � � �A B , (7)

äå y �C n ; u �C m ; A B, — çàäàí³ ìàòðèö³ ðîçì³ð³â n n� òà n m� â³äïîâ³äíî.

Ó (7) ðîáèìî çàì³íó çì³ííèõ

y y� �S1
~, u u� �S 2

~ , (8)

äå ~y �C n , ~u �C m — íîâ³ çì³íí³. Ìàòðèö³ S1 , S 2 ïîòð³áíî âèçíà÷èòè òàê,

ùîá ñèñòåìó ð³âíÿíü (7) ïðèâåñòè äî ï³äñèñòåì ìåíøîãî ïîðÿäêó.

Îñê³ëüêè ìàòðèöÿ A êâàäðàòíà, à ìàòðèöÿ B ïðÿìîêóòíà, ïîòð³áíî âèçíà÷è-

òè ìàòðèö³ Z1 , Z2 çã³äíî ç (1), (2):

Z A A Z1 1� � � , Z B B Z1 2� � � . (9)

Ââàæàºìî, ùî âñ³ âëàñí³ ÷èñëà ìàòðèö³ Z2 ïðîíóìåðîâàí³ òàê ñàìî, ÿê

â ðîçä. 1.

ßêùî { , }Z Z1 2 — ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (9), à S Z ii i� �� ( ), ,1 2 (äå � ( )Zi —

ìàòðèöÿ, ñòîâáöÿìè ÿêî¿ º âåêòîðè êàíîí³÷íîãî áàçèñó ìàòðèö³ Zi ), çàì³íà

çì³ííèõ (8) ïðèâîäèòü ìàòðèöþ A äî áëî÷íî-ä³àãîíàëüíîãî âèãëÿäó:

~
( , , ..., )A S A S A A Aq� � � �


1
1

1 1 2diag ,

à ìàòðèöþ B — äî ìàòðèö³
~
B S B S� 


1
1

2 , ñòðóêòóðà ÿêî¿ àíàëîã³÷íà (3).

Çàóâàæèìî, ùî êîëè õî÷à á îäíà ³ç ìàòðèöü Zi ìàº ïðèíàéìí³ äâà ð³çí³

âëàñí³ ÷èñëà, òîä³ çàì³íà (8) äëÿ S Zi i� � ( ) ïðèâîäèòü (7) äî ï³äñèñòåì ìåíøîãî

ðîçì³ðó

�y y uk k k k kA B� � � � , k q�1, .

Òóò ïîðÿäêè âåêòîð³â y k , u k â³äïîâ³äíî ñòàíîâëÿòü nk , mk , n nk

k

q

�
�
�

1

,

m mk

k

q

�
�
�

1

. Òîáòî ñïðîùåííÿ ð³âíÿíü (7) ìîæå áóòè äîñÿãíóòèì íå ëèøå çà

ðàõóíîê ðîçùåïëåííÿ íà ï³äñèñòåìè, à ùå çàâäÿêè çìåíøåííþ ðîçì³ðó âåêòîðà u ,

ùî ìîæëèâî, ÿêùî â ïåðåòâîðåí³é ìàòðèö³
~
B íàÿâíèé íóëüîâèé ñòîâïåöü.

Äàë³ ðîçãëÿíåìî êâàäðàòí³ ìàòðèö³ ïîðÿäêó l m n� � :

K
E

E
m

n
1

0

0 2
� �


�
�

��
, K

A B
2 0 0

� �


�
�

��
. (10)

Íóëüîâ³ áëîêè â (10) òàê³, ùî âñ³ ìàòðèö³ Ki ìàþòü ðîçì³ð ( ) ( )m n m n� � � .

Ñèñòåìó (7) ìîæíà ðîçùåïèòè íà ï³äñèñòåìè ìåíøîãî ïîðÿäêó ëèøå ó âè-

ïàäêó, êîëè ìàòðèö³ (10) îäíî÷àñíî ïðèâîäÿòüñÿ äî áëî÷íî-ä³àãîíàëüíîãî âèã-

ëÿäó ïåðåòâîðåííÿì ïîä³áíîñò³ [5]. Ïðè öüîìó ìàòðèöÿ Z Z Z� diag ( , )1 2 , äå

{ , }Z Z1 2 — ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿíü (9), êîìóòóº ³ç ìàòðèöÿìè (10). Îòæå, ìàòðèö³ ïå-

ðåòâîðåííÿ â (8) ìîæóòü áóòè îòðèìàí³ òàê: S Z ii i� �� ( ), ,1 2.

Òàêèì ÷èíîì, ïîñë³äîâíå çàñòîñóâàííÿ íàâåäåíî¿ ìåòîäèêè ñïî÷àòêó äî çà-

äàíî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü, à ïîò³ì äî îòðèìàíèõ ï³äñèñòåì äàº çìîãó âèçíà÷èòè

ìàêñèìàëüíó ê³ëüê³ñòü ï³äñèñòåì ì³í³ìàëüíîãî ïîðÿäêó.

ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó êåðóâàííÿ (7), äå A �
�



�

�

�
�

3 1

1 3
, B � �


�
�

��
1

1
.

Äëÿ íàâåäåíèõ ìàòðèöü äîïîì³æí³ ìàòðèö³ ìàþòü âèãëÿä

K1

1 0 0

0 1 0

0 0 2

�

�




�
�
�

�

�

�
�
�

, K 2

3 1 1

1 3 1

0 0 0

�

�




�
�
�

�

�

�
�
�

.
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Áàçèñ ó ìíîæèí³ ìàòðèöü, ùî êîìóòóþòü ç ìàòðèöÿìè K1 , K2 , ñêëàäàºòüñÿ

³ç äâîõ ìàòðèöü:

ßê êîìóòèâíó ìàòðèöþ Z âèáåðåìî ìàòðèöþ B2 . Òîä³ Z1

0 1

1 0
�

�



�

�

�
� , Z2 1� .

Êàíîí³÷íèé áàçèñ ìàòðèö³ Z1 — öå âåêòîðè
1

1
�


�
�

��
,

1

1

�


�
�

��
. Òîìó ìàòðèö³ ïåðå-

òâîðåííÿ òàê³: S1

1 1

1 1
�




�



�

�

�
� , S 2 1� .

Îñòàòî÷íî ï³ñëÿ çàì³íè çì³ííèõ (8) îòðèìóºìî äâà íåçàëåæí³ äèôå-

ðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ (äâ³ ï³äñèñòåìè):

~
�

~ ~ ,
~
�

~ .

y y u

y y

1 1 1

2 2

4

2

� �

�

�
�
�

5. ÏÎÁÓÄÎÂÀ ÄÎÏÎÌ²ÆÍÈÕ ÌÀÒÐÈÖÜ ÄËß Ð²ÇÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ ÊÅÐÓÂÀÍÍß

Äàë³ íàâåäåíî ñòèñëó ³íôîðìàö³þ ïðî ñèñòåìó ð³âíÿíü, ùî ï³äëÿãàº äåêîìïî-

çèö³¿, òà â³äïîâ³äí³ äîïîì³æí³ ìàòðèö³. Îäíî÷àñíå ïðèâåäåííÿ äîïîì³æíèõ

ìàòðèöü äî áëî÷íî-ä³àãîíàëüíîãî âèãëÿäó ïåðåòâîðåííÿì ïîä³áíîñò³
~

M S M S� 
1 º â³äïîâ³äíèì äî ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå ðîçùåïëþº ñèñòåìó ð³âíÿíü.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ð³âíÿíü âèãëÿäó

�x x u� �A B , y x u� �C D , (11)

äå x u y, , — âåêòîðè ðîçì³ð³â n m p, , â³äïîâ³äíî; A B C D, , , — ìàòðèö³

â³äïîâ³äíõ ðîçì³ð³â

Ñèñòåìó (11) ìîæíà ïðèâåñòè äî ï³äñèñòåì ìåíøîãî ïîðÿäêó çà äîïîìîãîþ

ïåðåòâîðåííÿ x S x� 1
~ , u S u� 2

~, y S y� 2
~ ëèøå ó âèïàäêó, êîëè ìàòðèö³

K

E

E

E

n

m

p

1

0 0

0 2 0

0 0 3

�

�




�
�
�

�

�

�
�
�

, K

A B

C D

2

0

0 0 0

0

�

�




�
�
�

�

�

�
�
�

ïðèâîäÿòüñÿ îäíî÷àñíî äî áëî÷íî-ä³àãîíàëüíîãî âèãëÿäó [5, òåîðåìà 8.3].

Ó [6] ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó äåêîìïîçèö³¿, ÿêà ïîòðåáóº ðîçâ’ÿçàííÿ òàêî¿ ñèñòå-

ìè ð³âíÿíü:

Z A AZ Z B BZ Z C CZ Z D DZ1 1 1 2 1 1 2 2� � � �, , , .

Ó öüîìó âèïàäêó äîïîì³æíèìè º ìàòðèö³

K
E

E

n

m
1

0

0 2
�

�



�

�

�
� , K

A B
2

0 0
�

�



�

�

�
� , K

C

D
3

0

0
�

�



�

�

�
� .

Ó [3] ðîçãëÿíóòî ð³âíÿííÿ

y u f� �A p( ) , u x y� 
 B p( ) ,

äå y ³ f — âåêòîðè ïîðÿäêó n, à x ³ y — âåêòîðè ïîðÿäêó k . Ìàòðèö³ A p( ),

B p( ) ïðåäñòàâëåíî ó âèãëÿä³:

A p p Aj j

j

m

( ) ( )�
�
� �

1

, B p p Bj j

j

m

( ) ( )�
�
� �

1

, m nk� ,

äå � j p( ) — ë³í³éíî íåçàëåæí³ ôóíêö³¿.
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B1

1 1 0

1 1 0

0 0 0

�







�




�
�
�

�

�

�
�
�

, B2

0 1 0

1 0 0

0 0 1

�

�




�
�
�

�

�

�
�
�

.



Çàäà÷à ïðî ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè íàâåäåíèõ ð³âíÿíü çâîäèòüñÿ äî çàäà÷³

ïðî ïðèâåäåííÿ ìàòðèöü

K
E

E

n

k
1

0

0 2
�

�



�

�

�
� , K

A

B
j

j

j
� �

�



�

�

�
�1

0

0
( , )j m�1

äî áëî÷íî-ä³àãîíàëüíîãî âèãëÿäó.

6. ÌÀÊÐÎÅÊÎÍÎÌ²×Í² ÌÎÄÅË²

Çàçâè÷àé ìàêðîåêîíîì³÷í³ ìîäåë³ ìîæóòü áóòè îïèñàí³ ìàòðèöÿìè, ÿê³ ïîâ’ÿ-

çàí³ ì³æ ñîáîþ. Ö³êàâèì º ïèòàííÿ ùîäî ìîæëèâîñò³ ðîçä³ëåííÿ ïî÷àòêîâèõ

ñèñòåì íà íåçàëåæí³ ï³äñèñòåìè, ùî îïèñóþòü, íàïðèêëàä, âèäè ïðîäóêö³¿ òà

âèäè òåõíîëîã³÷íèõ çàñîá³â.

Ðîçãëÿíåìî â³äîìó ìîäåëü Íåéìàíà [8]:

U x� �A , W x� �B , (12)

äå x �R n — âåêòîð ³íòåíñèâíîñò³ çàñòîñóâàííÿ òåõíîëîã³÷íèõ çàñîá³â;

U W, �R m — âåêòîðè âèòðàò òà âèïóñêó ïðîäóêö³¿ â³äïîâ³äíî; A, B — çàäàí³

ìàòðèö³ ðîçì³ðó m n� .
Äëÿ äåêîìïîçèö³¿ ïîòð³áíî âèçíà÷èòè çàì³íó çì³ííèõ

x x� �S1
~, W W� �S 2

~
, U U� �S 2

~
, (13)

ï³ñëÿ çàñòîñóâàííÿ ÿêî¿ ñèñòåìó (12) ìîæíà áóëî á ïðèâåñòè äî ìàêñèìàëüíî ìîæ-

ëèâî¿ ê³ëüêîñò³ íåçàëåæíèõ ï³äñèñòåì. Ó (13) ~x ,
~
W ,

~
U — âåêòîðè íîâèõ çì³ííèõ.

Äåêîìïîçèö³ÿ ð³âíÿíü (12) ïðèâîäèòü äî çàäà÷³ ïðî ïðèâåäåííÿ äî-

ïîì³æíèõ ìàòðèöü

K
E

E

m

n
1

0

0 2
�

�



�

�

�
� , K

A
2

0

0 0
�

�



�

�

�
� , K

B
3

0

0 0
�

�



�

�

�
�

äî áëî÷íî-ä³àãîíàëüíîãî âèãëÿäó ïåðåòâîðåííÿì ïîä³áíîñò³.

Çàïèøåìî áàëàíñ îäí³º¿ ãàëóç³ ó âèãëÿä³

u z y
z z y

� �
� �

�
�
�

D C

P N

,

,
(14)

äå u �C m — ñèðîâèíà òà ìàòåð³àëè, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ; z �C n , y �C p —

ïðîì³æíèé òà ê³íöåâèé ïðîäóêòè ãàëóç³ â³äïîâ³äíî; D C P N, , , — ìàòðèö³

â³äïîâ³äíèõ ðîçì³ð³â.

Çàñòîñóºìî äî ñèñòåìè ð³âíÿíü (14) çàì³íó çì³ííèõ

u u� S1 , z z� S 2 , y y� S 3 .

Äîïîì³æíèìè º êâàäðàòí³ ìàòðèö³ ïîðÿäêó n m p� � :

K

E

E

E

p

n

m

1

0 0

0 2 0

0 0 3

� �

�

�




�
�
�

�

�

�
�
�

, K

D C

P N2

0

0

0 0 0

�

�




�
�
�

�

�

�
�
�

.

Ìàòðèöÿ, ùî êîìóòóº ç äîïîì³æíèìè ìàòðèöÿìè, ìàº òàêèé âèãëÿä:
Z Z Z Z� diag ( , , )1 2 3 . Ìàòðèö³ ïåðåòâîðåííÿ S i ñêëàäàþòüñÿ ç âåêòîð³â êà-

íîí³÷íèõ áàçèñ³â ìàòðèöü Zi , òîáòî S Z ii i� �� ( ), ,1 3.

7. ÇÂÅÄÅÍÍß ÌÀÒÐÈÖÜ ÄÎ ÁËÎ×ÍÎ-ÒÐÈÊÓÒÍÎÃÎ ÂÈÃËßÄÓ

Ï³ä ÷àñ äîñë³äæåííÿ êîëèâàëüíèõ ñèñòåì, äèíàì³÷íî¿ ìîäåë³ Ëåîíòüºâà òàêîæ
âèêîðèñòîâóþòüñÿ çàçâè÷àé êâàäðàòí³ ìàòðèö³. Äëÿ ìàòðèöü âêàçàíîãî òèïó
³ñíóº ìåòîä [12] îäíî÷àñíîãî ïðèâåäåííÿ äî áëî÷íî-òðèêóòíîãî âèãëÿäó.
Ïðîòå äëÿ ïðÿìîêóòíèõ ìàòðèöü öå ïîòðåáóº ïîäàëüøîãî äîñë³äæåííÿ.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ðîçãëÿíóòî ð³çí³ ïðèêëàäí³ çàäà÷³, ÿê³ îïèñóþòüñÿ ìàòðè÷íèìè ìàòåìàòè÷íè-
ìè ìîäåëÿìè — ñèñòåìàìè ë³í³éíèõ ð³âíÿíü. Íàâåäåíî ìåòîäèêó ñïðîùåííÿ
ïî÷àòêîâî¿ ìîäåë³ îäíî÷àñíèì ïðèâåäåííÿì äîïîì³æíèõ ìàòðèöü äî áëî÷-
íî-ä³àãîíàëüíîãî âèãëÿäó. Òàêèì ÷èíîì ñòâîðþºòüñÿ ìîæëèâ³ñòü îòðèìàííÿ
ìàêñèìàëüíî¿ ê³ëüêîñò³ íåçàëåæíèõ ï³äñèñòåì.
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Yu.M. Bazylevych, I.A. Kostiushko, O.D. Stanina, V.S. Tkachov

DECOUPLING A SYSTEM OF LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS INTO BLOCKS

Abstract. Problems on reducing a system of linear differential equations to several independent
low-order subsystems are considered. Construction of the auxiliary square matrices for which
similarity transformation is applied is substantiated. This allows transferring the results
obtained for the problem of reducing two square matrices to different classes of problems:
obtaining the maximum possible number of blocks, proof of the unity of the obtained
decoupling, detection of the symmetry of the system under study, detection of loosely coupled
subsystems, and creation of efficient computational splitting algorithms.

Keywords: matrices, systems of equations, decomposition, maximum number of subsystems.
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