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Abstract. Using computer modeling, the effect of the cylinder radius on the nature of 
the amplitude distribution of the elastic torsional wave propagating in a circular cylinder, 
which deforms elastically nonlinearly, is analyzed. 
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Вступ. 
Науковий інтерес до крутильних хвиль є постійним і нові наукові результати ре-

гулярно з’являються в ряді провідних наукових журналів світу. Зокрема, за останнє 
десятиліття були опубліковані десятки статей з результатами нових досліджень кру-
тильних хвиль [1 – 12].  

Крутильні хвилі є одним з класичних типів хвиль. Вони описані в книгах з теорії 
хвиль у значно меншій мірі порівняно з об’ємними, плоскими, циліндричними, сфе-
ричними, поверхневими хвилями. Як правило, йдеться про задачу щодо поширення 
крутильних хвиль вздовж осі симетрії кругового циліндра. В механіці класичними 
вважаються пружні крутильні хвилі, аналіз яких проводиться в рамках лінійної теорії 
пружності. Дослідження нелінійно пружних крутильних хвиль ще перебуває у стадії 
розвитку.  

1. Нелінійна постановка задачі. 
Нелінійна постановка задачі про циліндричні хвилі в рамках нелінійної п’ятикон-

стантної нелінійної моделі пружного деформування Мернагана описана в статях [1, 13]. 
Як відомо, модель Мернагана задається кубічно нелінійним пружним потенціалом [13] 
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Для опису крутильної хвилі в пружному циліндрі кругового поперечного перерізу 
в [13] використовуються циліндричні координати ( , , )r z  і додаткові умови щодо 

осьової симетрії деформівного стану. Особливістю нелінійної конфігурації, що описує 
крутильну хвилю, є те, що з трьох рівнянь руху нетотожнім є лише друге рівняння – 
рівняння щодо зміщення u . 

Тоді система з трьох рівнянь руху циліндра спрощується до одного рівняння  

  2 2
, , , ,1 (1 ) (1 ) 0,rr r zz T ttu r u r u u v u                                   (2) 

де Tv    є фазовою швидкістю зсувної чи плоскої поперечної хвилі в лінійно-

пружному матеріалі;   – модулем зсуву і   – густиною цього матеріалу. 
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Якщо припустити, що колове зміщення u  є гармонічним у часі і негармонічним 

у просторі (тобто, розглядається розв’язок у вигляді хвилі) 

     , , ,zi k z tu r z t u r e 
 

                                                 (3) 

то такий розв’язок вважають гармонічною крутильною хвилею, оскільки кожен попе-
речний переріз циліндра здійснює гармонічне коливання у коловому напрямку з зада-
ною частотою   у часі і за просторовою координатою z  рухається хвиля з довжи-

ною  2 zk   та хвильовим числом zk . При цьому циліндр піддається деформації 

кручення і тому хвилю називають крутильною. 
Отже, амплітуда хвилі змінюється зі зміною радіуса і визначається в лінійному 

підході з рівняння 
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, ,1 (1 ) 0.rr r z Tu r u k k r u                                             (4) 

Розв’язок рівняння (4) виражається через циліндричну функцію (функцію Бесселя 
першого роду і першого індексу), в аргумент якої входить нелінійно невідоме хвильо-
ве число 
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T zu r u J r k k                                                (5) 

Отже, при лінійному підході розв’язок у вигляді крутильної хвилі є таким 

     
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                                            (6) 

В нелінійному підході, реалізованому в [12], хвильове рівняння (4) значно усклад-
нюється 
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Для знаходження амплітуди u  в [13] запропоновано певне узагальнення набли-
женого методу обмеження на градієнт зміщення, застосування якого до рівняння (7) з 
врахуванням представлення хвилі за формулою (6) дає розв’язок у вигляді перших 
двох наближень (наближене представлення крутильної хвилі): 

залежність амплітуди хвилі від радіуса циліндра всередині циліндра (1-ше+2-ге 
наближення) 
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 (8) 

представлення крутильної хвилі (1-ше+2-ге наближення) при її русі вздовж вертика-
льної координати 

У формулі (9) перший доданок відповідає першому наближенню (першій гармоні-
ці), другий доданок відповідає другому наближенню але третій гармоніці. 

З отриманого виразу для крутильної хвилі (9) також випливає, що при поширенні 
хвилі відбуваються два види спотворення. Одне показує еволюцію хвилі при зміні 
відстані від центру до поверхні циліндра. Інше показує відсутність еволюції: на пове-
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рхні циліндра лінійна гармонічна хвиля (перша гармоніка) отримує постійну добавку 
у вигляді третьої гармоніки. Хвиля спотворюється до вигляду модульованої хвилі, яка 
не змінюється з відстанню поширення хвилі в осьовому напрямку. 

   
     

     

      

 

ext(1 2) 2 2
1

2
33 2 2 2 2

0 2

2 2 2
2 2 2 2

0 2

2 2
2 2 2 2 2 2

0 2 1

2

( , , )

( )
8

4

2

2

z

z

i k z tо о о
T z

i k z to о о оT
T z T z

T z о о
T z T z

T z о о о
T z T z T zо

о

u r z t u e J r k k

Bk
u e r J r k k J r k k

k k
J r k k J r k k

k k
J r k k J r k k J r k k

r

k
r












  

       

          

         

 





    2
2 2 2

1 .о
z T zJ r k k

 
          

  

              (9) 

Однак достовірність наближеного представлення (8) регулюється певними обме-
женнями – перш за все, це обмеження на профіль хвилі (відношення максимальної 
амплітуди до довжини хвилі) та на відстань поширення хвилі; крім того, в обмеження 
входять вибір початкового амплітудного множника, частоти хвилі і матеріалу. Прак-
тика комп’ютерного аналізу еволюції хвилі показує, що такий аналіз вносить корек-
тиви в розуміння обмежень в наближеному аналізі хвилі. 

Хвильове число Zk  і швидкість хвилі  Z Zv k  в нелінійній задачі про крути-

льні хвилі визначають, як і для лінійної задачі, з додаткової умови відсутності напру-

жень на бічній поверхні циліндра .or r  Однак в нелінійному підході всі три напру-
ження на поверхні циліндра включають нелінійні доданки і їх не можна одночасно 
прирівняти до нуля, оскільки у такому випадку для знаходження однієї невідомої ве-
личини – хвильового числа – задаються три рівняння. Тоді задача стає переозначе-
ною. Тут виникає питання переходу від лінійної задачі до спорідненої з нею нелі-
нійної. Характерне для багатьох задач збереження граничних умов при переході від 
лінійної постановки до нелінійної у задачі про нелінійні крутильні хвилі не виглядає 
коректним. В граничних умовах нелінійної задачі збережено одну граничну умову 
щодо дотичного напруження r , характерного для крутильної хвилі. Саме ця умова 

у лінійній постановці трансформується в трансцендентне рівняння для знаходження 
хвильового числа  

0 1( ) 2 ( ).o o or J r J r                                                 (10) 

Щодо нормального rr  та дотичного rz  напружень на поверхні циліндра в не-

лінійній постановці вважається, що вони не будуть нульовими і можуть бути завжди 
знайдені при відомому хвильовому числі. 

Оскільки рівняння (9) має нескінченну кількість коренів ( 1, 2, ...),o
k r k   то кру-

тильна хвиля має нескінченну кількість мод з відмінними між собою фазовими швид-
костями 

   221z T zk k
v v k  .                                               (11) 
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2. Комп’ютерне моделювання. 
Отримана формула (8) описує явище впливу величини радіуса циліндра на роз-

поділ амплітуд хвилі всередині циліндра. Щоб оцінити кількісно цей вплив у даній 
роботі проведено комп’ютерне моделювання розподілу амплітуд хвилі всередині ци-
ліндра. Розглянута перша мода хвилі, три матеріали, п’ять варіантів радіуса ци-ліндра, 
один варіант частоти поширення хвилі та початкової максимальної амплітуди. Кожен 
набір включає графіки з одним профілем (рис. 1 – 5). У кожному наборі графіки від-
повідають зміні амплітуди хвилі в залежності від радіуса при русі хвилі всередині 
циліндра. Перші графіки (а) відповідає першому наближенню; другі (б) – другому на-
ближенню, а треті (в) – 1-му та 2-му наближенням разом. Графіки побудовані таким 
чином, щоб зміна розподілу амплітуд хвилі була спостережувана досить наглядно. 

Для числового моделювання вибрано матеріал сталь 11 з наступними характерис-

тиками – 40,156 10   ; 100,043 10 ;    1015,24 10B    . Далі було знайдено значен-

ня першого кореня трансцендентного рівняння (10) і хвильове число 190,47Тk  . 

Хвильове число zk  для кожного варіанта буде своє. 

 
 
На рис. 1 показані графіки для варіанта: матеріал сталь 11 і значенням параметрів 

– радіус циліндра 21 10 мr   , амплітуда 0 35 10u    і частота поширення хвилі 
21 1 Гц0   . 
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На рис. 2 показані графіки для варіанта: матеріал сталь 11 і значення параметрів – 

радіус циліндра 21,1 0 м1r   , амплітуда 0 35 10u    і частота поширення хвилі 
21 1 Гц0   . 

  

На рис. 3 показано графіки для варіанта: матеріал сталь 11 і значення параметрів – 

радіус циліндра 21,2 10 мr   , амплітуда 0 35 10u    і частота поширення хвилі 
21 1 Гц0   . 

На рис. 4 показано графіки для варіанта: матеріал сталь 11 і значення параметрів  

– радіус циліндра 21,3 10 мr   , амплітуда 0 35 10u    і частота поширення хвилі 
21 1 Гц0   .  

На рис. 5 показано графіки для варіанта: матеріал сталь 11 і таким значенням па-

раметрів – радіус циліндра 21,4 10 мr   , амплітуда 0 35 10u    і частота поширення 

хвилі 21 10 Гц.   . 
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Рис. 3 
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Рис. 4 
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Графіки рис. 1 – 5 демонструють вплив величини радіуса циліндра, в якому по-

ширюється крутильна хвиля, на розподіл амплітуд хвилі всередині циліндра. У цьому роз-
поділі є важливими знак амплітуди, кількість максимумів кривої розподілу, кількість 
нульових значень амплітуди, суттєвість зміни кривої розподілу при зміні радіуса ци-
ліндра і зміни кривої розподілу при врахуванні другого (нелінійного) наближення. 

Загальні висновки. 
Проведене комп’ютерне моделювання виявило суттєвий вплив зміни величини 

радіуса крутильної хвилі на розподіл амплітуд хвилі всередині циліндра. Спостереже-
но зміну знаку амплітуди та збільшення кількості максимумів кривої розподілу амплі-
туд (зокрема, перший максимум завжди є найбільшим, меншим від початкового зна-
чення амплітуди і близьким до центру циліндра). Крива розподілу амплітуд завжди 
має нулі (амплітуда змінює знак) і потенціально можливий варіант, коли на поверхні 
циліндра хвилі немає (амплітуда є нульовою чи дуже малою). Математичний факт 
нульового значення амплітуди означає фізично наявність всередині циліндра тонкого 
циліндричного шару з неспостережуваною амплітудою через її малість. Виявлено 
значний вплив нелінійності матеріалу на криву розподілу амплітуд – друге (нелінійне) 
наближення вносить суттєві зміни в розподіл. 

Наукові дослідження, результати яких опубліковано у цій статті, виконано за ра-
хунок коштів бюджетної програми «Підтримка пріоритетних напрямків наукових до-
сліджень» (КПКВК 6541230). 

 
 
РЕЗЮМЕ. За допомогою комп’ютерного моделювання проаналізовано вплив величини радіуса 

циліндра на характер розподілу амплітуд пружної крутильної хвилі, що поширюється в круговому 
циліндрі, який деформується пружно нелінійно.  

 
КЛЮЧОВІ СЛОВА: нелінійно пружна крутильна хвиля, комп’ютерне моделювання, наближе-

ний підхід, радіус циліндра, розподіл нулів. 
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