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Abstract. Based on the solution of the axisymmetric boundary problem of hydroelas-

ticity on the diffraction of a plane wave with an elastic spherical shell is studied. This shell 
is filled with a compressible liquid (an encapsulated particle) and immersed in a cylindrical 
cavity with another liquid. The expressions are calculated for several partial cases of this 
interaction problem on a plane traveling or standing wave with a spherical inclusion on the 
axis of a cylindrical infinite or semi-infinite cavity. The acoustic radiation force acting on 
the encapsulated particle as a function of the standing wave frequency, physical and 
geometrical parameters of the mechanical system is also studied. An agreement of the 
results of the test calculations with the data available in the literature indicates the 
correctness of the presented relations and the performed calculations. The numerical exper-
iments show that a thin elastic shell causes jumps within the values of the radiation force at 
standing wave frequencies close to the frequencies of the shell’s natural oscillations. The 
amplitude values of the radiation force acting on a particle in an infinite medium at 
frequencies with a standing wavelength greater than the particle diameter tend to be zero. In 
the case of a particle in a cylindrical cavity, this occurs in just this frequency range that the 
radiation force takes on maximum values. Its direction depends on the position of the wave 
nodal point and the physical parameters of the mechanical system. The described technique 
allows both calculations of the radiation force with controlled accuracy, and determination 
of standing wave frequencies for the controlled movement of an encapsulated particle 
located in a cylindrical cavity. 
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Вступ. 
В літературі, присвяченій дослідженню багатократного розсіяння акустичних 

хвиль на тілах чи системах тіл в необмеженому середовищі, останнім часом значна 
увага приділяється вивченню дифракційних процесів на пухирцях рідини або газу в 
полі дії бігучих або стоячих хвиль. В публікації авторів [7] описано низку важливих 
аспектів застосування результатів досліджень вказаних процесів. Одним з таких за-
стосувань є використання взаємодії акустичних хвиль і бульбашок в сучасній меди-
цині. Мікропухирці рідини чи газу, будучи введеними в кровоносну систему живого 
організму, внаслідок їх переважаючого відносно навколишніх тканин і рідин акустич-
ного імпедансу, надають в полі діючого акустичного збудження значні можливості для 
візуалізації процесів, що мають місце в серцево-судинній системі та інших органах. Во-
ни також використовуються для дозованої доставки лікарських препаратів з конкрет-
ною локалізацією органу-мішені. Стверджується, що застосування мікропухирцевих 
сумішей відкрило нову еру медичної діагностики стосовно макросудин і капілярів [2]. 
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Серед різноманіття досліджень динаміки бульбашок в рідині особливе місце зай-
має об’єкт у вигляді сферичної краплі рідини або газу, поміщеної в тонку сферичну 
оболонку з відомими пружними властивостями. Можна припустити, що така модель в 
певному наближенні дозволить врахувати в дифракційному процесі властивості тон-
кого поверхневого шару поблизу поверхні розділу двох рідин – зазвичай у вигляді 
натягнутої плівки, утвореної на поверхні краплі рідини молекулярними силами зчеп-
лення, що створюють поверхневий натяг. Властивості речовини в поверхневому шарі 
відрізняються від властивостей в об’ємі фаз, а товщина поверхневого шару залежить 
від співвідношення густин, хімічних і термодинамічних параметрів системи. Вона 
може мати товщину мономолекулярного шару, але може також досягати сотень моле-
кулярних розмірів. Через це моделювання поверхневого шару тонкою пружною обо-
лонкою в певних випадках може виявитися правомірним. З іншого боку, інкапсульо-
вані частинки моделюють, зокрема, покриті оболонкою мікропухирці рідини чи газу 
(так званий контрастний агент), що застосовуються в сучасних ультразвукових дослі-
дженнях в медицині [19]. Контрастний агент являє собою тіло розміром в кілька мік-
рон, що забезпечує його вільну циркуляцію в просвіті судин всіх рівнів. Оболонка 
контрастного агента є ліпідною або полімерною. Безрозмірна товщина такої оболонки 
становить 0,001…0,1, тобто в більшості випадків її поведінку можна описати рівнян-
нями теорії тонких пружних оболонок. 

В публікації авторів [7] приведені посилання на низку публікацій, в яких дослі-
джуються дифракційні процеси для таких тіл. Відзначимо, що вони стосуються лише 
процесів в необмеженому, або напівобмеженому середовищі. В той же час представ-
ляється актуальним дослідження динаміки інкапсульованої частинки в рідині, що за-
повнює циліндричну порожнину. Остання певною мірою моделюватиме судину жи-
вого організму. Відзначимо, що на даний час дослідження дифракції хвиль на твердих 
тілах в циліндричній порожнині відображені в публікаціях [14 – 16]. Цитована вище 
робота авторів присвячена побудові точного розв’язку відповідної граничної задачі і 
визначенню розподілу тиску в околі частинки в залежності від частоти діючої хвилі і 
співвідношення характерних розмірів порожнини і тіла. В той же час однією з най-
більш актуальних з точки зору практичного застосування контрастного агента є така 
характеристика як радіаційна сила, що діє на його поверхню [1]. В даній публікації 
крім виправлення деяких помилок і обчислення гідродинамічних параметрів процесу, 
головна увага приділяється аналізу особливостей радіаційної сили. 

§1. Постановка задачі. 
Нескінченна кругова циліндрична 

порожнина радіусом 0  з твердими 

стінками містить стисливу ідеальну рі-
дину густиною 0 , у якій звук поши-

рюється зі швидкістю 0c . У порожни-

ні розміщена заповнена рідиною або 
газом з акустичними характеристиками 

1  і 1c  пружна сферична оболонка ра-

діусом R  і товщиною sh R  (інкап-

сульована частинка). Вважається, що 
геометричний центр оболонки розташовується на осі порожнини. Введемо циліндри-
чну систему координат (  , z , ), вісь Oz  якої спрямована вздовж осі порожнини, а 

початок координат суміщений з центром оболонки. Введемо також сферичну систему 
координат ( r , , ) з початком у тій же точці (рис. 1). Розглянуто осесиметричний 

випадок, тому координата   з розгляду випадає. 
Нехай у рідині, що заповнює порожнину, у додатному напрямку осі Oz  поширю-

ється плоска гармонічна акустична хвиля, яка описується потенціалом 

 

Рис. 1 
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 
0in c 0ei kz tF    ,                                                (1.1) 

де   – кутова частота;  
0 0F F   – амплітуда, яка у загальному випадку може зале-

жати від частоти; 0k c   – хвильове число; t  – час. 
Під дією падаючої хвилі пружна оболонка внаслідок деформування відбиває і ви-

промінює хвилі в оточуюче її середовище, а також перевипромінює хвилі у внутріш-
ній об’єм оболонки. У свою чергу відбиті й випромінені хвилі взаємодіють із цилінд-
ричною поверхнею порожнини, що зумовлює появу нових відбиттів. Задача полягає у 
визначенні сумарного хвильового поля і акустичної радіаційної сили, що діє на інкап-
сульовану частинку, як функції потенціального поля падаючої хвилі. 

Потенціали розсіяних хвиль у заповнюючій циліндричну порожнину рідині 0  і 

перевипромінених хвиль у рідині всередині оболонки 1  мають задовольняти рів-

няння Гельмгольца 
2

0 0 0    ;  2 2
1 1 0                                     (1.2) 

і граничні умови  

0

0 0








 


  ( 0 =1);   0

r R

w

r t

 


 
;    1

r R

w

r t

 


 
,               (1.3) 

які забезпечують рівність нулеві нормальної складової швидкості рідини на твердій 
поверхні циліндричної порожнини і безвідривну взаємодію сферичної оболонки із 
зовнішньою й внутрішньою рідинами.  

Гідродинамічні характеристики рідин (швидкість U , тиск p ) через потенціали 

0  і 1  визначаються наступними формулами 

gradj j U ;   j
j jp

t


 


    ( 0, 1j  ).                            (1.4) 

Слід зазначити, що рівності (1.2) – (1.4) записані із використанням прийнятих у 
роботі [7] безрозмірних змінних. В якості основних величин служать радіус порожни-
ни 0 , швидкість поширення хвиль в ній 0c  і густина 0 . Вище через   позначено 

диференціальний оператор Лапласа; w  – радіальне переміщення оболонки; 0 1c c ; 

0j j   . Множник e i t   опущено. 

Окрім умов (1.3) на обмежуючих середовища поверхнях, шукані потенціальні фу-
нкції мають задовольняти умовам випромінювання Зоммерфельда на нескінченності і 
бути обмеженими на осі порожнини [7]. 

§2. Розв’язання задачі. 

Загальний розв’язок рівняння (1.2) для 0  вибрано у вигляді суми 

   0 0cyl 0sph, ,z r     , 

де потенціал  0cyl , z  , обмежений на осі порожнини, має вигляд 

     2 2
0cyl 0, ei zz B J d





         , 

а потенціал  0sph ,r  , що задовольняє умовам випромінювання Зоммерфельда на 

нескінченності, задається рядом 
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     0sph
0

, cosn n n
n

r A h r P



     . 

В свою чергу обмежений в початку координат потенціал хвильового поля в 
середині сферичної оболонки шукається у вигляді 

     1
0

, cosn n n
n

r C j r P



     . 

Тут  B   – шукана густина; nA , nC  – невідомі коефіцієнти; 0J  – циліндрична функ-

ція Бесселя нульового індексу; nj , nh  – сферичні функція Бесселя і Ганкеля n -го ін-

дексу;  cosnP   – поліном Лежандра. 

Для задоволення граничних умов необхідно потенціал 0  представити в цилінд-

ричних і сферичних координатах. Для цього використовуються наступні співвідно-
шення: 

       2 2
0

0

e 2 1 cosi z n
n n n

n

J i n P j r P




     
 

     


; 

     2 2
0cos e

2

n
i z

n n n
i

h r P P H d




   
       

 
, 

де 0H  – циліндрична функція Ганкеля. 

В результаті, як показано у роботі [7], сформульована задача зводиться до роз-
в’язання нескінченної системи алгебраїчних рівнянь відносно коефіцієнтів nA , які 

визначають потенціал швидкості рідини у циліндричній порожнині 

  0
0

2 1
2 1

2
m n

n n m n
m

n
nm

n
A d i q A d i n F







   

    ( 0, 1,n   ),           (2.1) 

де 
 
 

n n n
n

n n n

j R b c
d

h R a c

 


 



;    
 

0 2
1

1 n
n n

n

h R
a h R

S

 
  

 

 
 

; 

   
 

0 2
1

1
Re n

n n n
n

j R
b a j R

S

 
   

 

 
 

;   
 
 

n
n

n

j R
c

j R






. 

Система (2.1) записана із застосуванням прийнятих у роботі [7] позначань. В ній 
виправлена неточність, що мала місце при виведенні формули для коефіцієнта nd . 

Маючи коефіцієнти nA  на підставі системи (2.1) і отриманих у роботі [8] резуль-

татів сумарні потенціали рідин в циліндричній порожнині 0  і в інкапсульованій час-

тинці 1  можуть бути записані наступним чином: 

       0
0

, e cosi t
n n n n n

n

r iA y r d j r P






         ;                   (2.2) 

     1
0

, e cosi t
n n n

n

r C j r P





     ,                               (2.3) 

де 
 
 

1
Im n n n

n
n n n n

y R a c
d

d j R b c

       

 


;      
 

0 2
1

1
Im n

n n n
n

y R
a a y R

S

 
   

 
  

 
; 
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   n n n
n n

n

y R d j R
C iA

g

 


 
;      

1 2
n

n n
n

j R
g j R

S


  


 


. 

На наступному етапі обчислюються гідродинамічний тиск і швидкість точок аку-
стичних середовищ за співвідношеннями (1.4), у яких потенціали j  визначаються 

виразами (2.2) і (2.3). 

§3. Визначення акустичної радіаційної сили. 
Радіаційна сила в лінійній акустиці є квадратичною величиною від акустичних 

збурень і для її визначення враховуються величини другого порядку малості, які не 
обертаються в нуль після осереднення за часом [1]. У квадратичному наближенні від-
мінна від нуля компонента радіаційної сили, що діє на інкапсульовану частинку, за-
писується наступним чином [8]: 

 
  

     

    

2 2 2
1 1 1 1

0
1 1 1 1

21

2 1 2 3 2
2

n n n n n n n n

z
n

n n n n n n n n

n n R Rn
F

n n R n n

    


   

                                         
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і направлена уздовж осі z  поширення плоскої хвилі. 
Розрахункові вирази для коефіцієнтів n  і n  мають наступний вигляд [8]: 

     Ren n n n nA y R d j R     
  ;        Imn n n n nA y R d j R      

  ; 

     Ren n n n nA y R d j R       
  ;        Imn n n n nA y R d j R        

  , 

де штрих позначає похідну спеціальної функції за радіальною координатою (  ny R   

  n r R
dy r dr


  ). 

Для зручності аналізу результатів зазвичай використовується так звана функція 
радіаційної сили [11 – 15], яка при прийнятих позначаннях обчислюється наступним 
чином: 

st p czY F E S .                                                    (3.1) 

Тут 2 2
p 0 2E F   – обезрозмірене середнє значення густини енергії падаючої хвилі; 

2
cS R   – площа поперечного перерізу сферичного тіла. 

§4. Частинні випадки. 
Отримані вище результати представляють собою узагальнення декількох розра-

хункових випадків і в результаті нескладних математичних операцій можуть бути 
використані при дослідженні дифракційних процесів в околі сферичного включення у 
циліндричній порожнині з іншими граничними умовами. 

Зокрема, за відсутності пружної оболонки навколо рідкої кулі у наведених вище 
виразах слід покласти товщину оболонки рівною нулеві ( s 0h  ). Це призводить до 

зміни розрахункових виразів для наступних коефіцієнтів: 

nS  :   0

1
n na h R

 


;   0

1
n nb j R

 


;   0

1
n na y R  


;   1n ng j R   . 

Решта виразів залишаються без змін. Слід зазначити, що дослідження дифракцій-
них процесів в околі сферичного пухирця на осі циліндричної порожнини з ідеальною 
рідиною при поширенні уздовж її осі плоскої хвилі, представлені у роботі [8]. 

При розв’язанні осесиметричної акустичної задачі про взаємодію плоскої хвилі з 
твердим сферичним тілом, яке розташоване на осі циліндричної порожнини з іде-
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альною стисливою рідиною, необхідно змоделювати відсутність пружної оболонки 
( s 0h    nS  ), а густину 1  прийняти нескінченно великою ( 1    

1  ). В результаті будуть рівними нулеві наступні коефіцієнти: 

0na  ;   0nb  ;   0na  ;   ng   :   0nC  ;          1 1 1 1 0n n n n         . 

Чисельно-аналітичний розв’язок задачі про взаємодію плоскої акустичної хвилі з 
твердою сферичною частинкою, яка закріплена на осі циліндричної порожнини зі 
стисливою рідиною, отримано раніше авторами публікацій [16]. 

У випадку відсутності рідини всередині пружної оболонки необхідно покласти 
значення густини 1  і швидкості поширення звуку 1с  рівними нулеві: 1 0   

1 0 ; 1 0с     . В результаті нескладних математичних операцій отримає-

мо наступні вирази для коефіцієнтів, які визначають гідродинамічні параметри акус-
тичного середовища у циліндричній порожнині: 
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; 

0ng  ;     0nj r  ;    1 , 0r  . 

Суттєво спрощується задача про дослідження відбиття плоскої хвилі на сферич-
ному тілі, яке розташоване у безмежному акустичному середовищі. Виключення із 
постановки задачі граничних умов (1.3) призводить до алгебраїчного обчислення кое-
фіцієнтів nA  на підставі рівності (2.1), у якій при цьому коефіцієнти mnq  мають дорі-

внювати нулеві ( 0mnq    0nB  ). 

Дифракційні процеси в околі твердого, рідкого чи пружного тіла, розташованого у 
безмежному рідкому середовищі, були об’єктом численних досліджень і отримано 
низку фундаментальних результатів. Серед численних публікацій за даною темати-
кою, опублікованих останніми роками, виділимо [3 – 5, 17, 18]. 

У випадку дифракційної взаємодії сферичного включення зі стоячою хвилею не-
обхідно множник 0F  у правій частині розрахункової системи алгебраїчних рівнянь 

(2.1) замінити на 

 
0 e 1 e

ni h i hF       ,                                             (4.1) 

де h  – відстань від центру сферичного тіла до найближчої вузлової точки стоячої 
хвилі у циліндричній системі координат;   – частота стоячої хвилі. 

Більш детальну інформацію про дію радіаційних сил на сферичні включення у 
полі акустичних стоячих хвиль можна знайти у публікаціях [10, 12, 18]. 

З використанням публікацій [6, 9] можуть бути розглянуті також постановки осеси-
метричних задач дифракції акустичних хвиль для інкапсульованих частинок, які розта-
шовані на осі напівнескінченної циліндричної порожнини. При цьому під параметром 
h  в (4.1) слід розуміти відстань між центром оболонки і торцем такої порожнини. 

§5. Числові результати. 
Конкретні чисельні експерименти були проведені для заповненої гліцерином 

( 3
1 1250 кг/м ; 1 1950 м/сc  ) сферичної оболонки 0,5R   і s 0,05h R  , виготовленої 

з поліетилену високого тиску ( s 950 м/с ; 910 МПаE  ; 0,42 ). Вважалося, що 

заповнюючою рідиною циліндричної порожнини є вода ( 3
0 1000 кг/м ; 0 1500 м/сc  ). 
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Множник 0F  у виразі (1.1) обирався у вигляді 0 1 iF   , таким чином тиск у па-
даючій хвилі має одиничну амплітуду на будь-якій частоті. При цьому сама частота 
  приймалась з діапазону 0,1 … 10. 

Параметр усічення розрахункової системи рівнянь (2.1) прийнято рівним 12, що 
забезпечило як прийнятну точність значень розрахункових параметрів, так і стійкість 
обчислювального процесу. 

На рис. 2, а кривою 3 представлено модуль детермінанта матриці системи рівнянь 
(2.1) в залежності від частоти падаючої хвилі. Крива 2 побудована для випадку сфе-
ричної краплі ( s 0h  ). 

     
                                        а                                                                       б 
                                                                          Рис. 2 

Значення 3,832  і 7,016  на цьому рисунку, при яких мають місце розриви 

функції  fA   першого роду, задовольняють рівнянню 1 0( ) 0J   і є власними 

частотами коливань рідини у поперечному перерізі циліндричної порожнини поза 
межею сферичного тіла. Окрім чітко виражених стрибків значень функції A  

 f   при 3,832 і 7,016  на рис. 2, а спостерігаються незначні сплески, які ма-

ють місце в околі власних частот коливань сферичної оболонки. Зазначені частоти 

можуть бути визначені на підставі рівності  1
s n   , при якій коефіцієнт nS  дорі-

внює нулеві. І для розглянутої оболонки ці частоти на досліджуваному діапазоні ста-
новлять 1,796; 3,510; 5,094; 6,643 і 8,177. Очевидно, що за відсутності оболонки 
( s 0h  ) такі сплески відсутні (крива 2). На рис. 2, а також виявлена резонансна часто-

та, яка менша 1,796. Ця частота ( 0,2) розташована в області, типовій для засобів 
ультразвукової візуалізації і вимагає окремого вивчення. Не менший інтерес предста-
вляють т.зв. «умовно резонансні» частоти [6, 8], при яких гідродинамічні характерис-
тики середовища різко змінюються, у тому числі діюча на частинку акустична радіа-
ційна сила. На цих частотах детермінант оберненої матриці розрахункової системи 
рівнянь (2.1) приймає велике, однак скінченне значення (рис. 2, б). З аналізу предста-
влених на рис. 2, б кривих слідують дві умовно резонансні частоти ( 7,555 і 8,215 ) 
для інкапсульованої частинки (крива 3) і одна частота ( 7,890 ) для гліцеринової 

кулі без оболонки (крива 2). Варто зазначити, що при 6,283R    довжина па-

даючої хвилі буде дорівнювати діаметру інкапсульованої частинки ( 2R ). При збі-
льшенні   відносна довжина хвилі зменшується ( 2R ) і навпаки. 

Виявлено, що на усьому сканованому діапазоні частот діюча на інкапсульовану 
частинку у циліндричній порожнині з рідиною (рис. 1) акустична радіаційна сила до-
рівнює нулеві, що узгоджується з представленими у роботі [14] результатами, отри-
маними для твердої кулі при 1 2 1  . Опосередкованою причиною цього є симетрія 

амплітуди гідродинамічних параметрів відносно площини 0z  , яка проходить через 
центр частинки. Зокрема, на рис. 3, а показано розподіл амплітуди тиску на одній із 
резонансних частот для даної механічної системи ( 8,215 ). 
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а 

 

б 

Рис. 3 

Для частинки у безмежному середовищі така симетрія відсутня (рис. 3, б). На  
рис. 3, б видно, що зона підвищеного тиску розташована у фронтовій області і пони-
женого – на протилежній від джерела падаючої хвилі. Також з аналізу представлених 
на рис. 3, а даних слідує, що максимальне значення тиску на обраній «умовно резона-
нсній» частоті приблизно в 2,5 рази більше амплітудного значення тиску падаючої 
хвилі. У випадку розташування частинки у безмежному середовищі (рис. 3, б) зазна-
чений показник дещо менший і становить 1,9. 

Асиметрія поля гідродинамічного тиску при розташуванні інкапсульованої части-
нки у безмежному середовищі спричиняє відмінні від нуля значення діючої на части-
нку радіаційної сили. Сам графік функції радіаційної сили stY  для цього випадку зо-

бражено кривою 3' на рис. 4, а. Додатні значення радіаційної сили свідчать про спів-
падіння напряму її дії і напряму поширення падаючої хвилі, що може спонукати рух 
тіла від джерела випромінювання. Стрибки значень stY  мають місце на частотах, бли-

зьких до частот власних коливань оболонки. Очевидно, що зі збільшенням піддатли-
вості оболонки такі сплески стають менш різкими, а за її відсутності ( s 0h  ) отриму-

ємо штрихову криву 2. При збільшенні жорсткості оболонки стрибки значень на гра-
фіку функції радіаційної сили будуть спостерігатися на інших частотах (крива 3'' на 
рис. 4, а побудована для оболонки, виготовленої з тонкого ( s 0,05h R  ) органічного 

скла з s 1200 м/с ; 93,3ꞏ10 МПаE  ; 0,4 . 
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Для порівняння на рис. 4 представлена 
точкова крива 1, яка обчислена із застосу-
ванням представлених у даній роботі спів-
відношень для випадку 1   (частинка є 

твердою кулею). Із порівняння кривих 2 і 3 
випливає, що наявність тонкої оболонки 
обумовлює стрибки значень радіаційної си-
ли на частотах, близьких до частот власних 
коливань оболонки. 

Вплив оболонки на радіаційну силу сут-
тєво зростає при збільшенні стисливості за-

повнювача оболонки ( 2
1 11 c ) і навпаки. Про 

це свідчать порівняння з кривою 3' (рис. 4, а) 
кривої 3 на рис. 4, б, яка відображає діючу 
на інкапсульовану частинку радіаційну си-
лу, що знаходиться у безмежному середо-

вищі і заповнена повітрям ( 3
1 1,25 кг/м ; 

1 350 м/сc  ). Крива 2 (рис. 4, б) побудована 

для повітряної кулі без оболонки. Ця крива 
фактичного збігається з результатами для 
пустого сферичного включення ( 1 0

r R
p   , 

крива 4). Для інкапсульованої частинки із 
малою стислістю заповнювача вплив оболо-
нки може проявлятися лише на малих часто-
тах (крива 3 на рис. 4, в), а самі значення 
радіаційної сили будуть наближатися до 
результатів з абсолютно твердим включен-
ням (криві 1). Зокрема, крива 3 на рис. 4, в 
побудована для випадку, коли заповнюва-

чем є ртуть ( 3
1 13500 кг/м , 1 1450м/сc  ). 

Крива 2, як і раніше, відповідає випадку 
сферичного включення без пружної оболон-
ки ( s 0h  ). 

Слід зазначити, що криві 1 і 2 на рис. 4 
повністю узгоджуються з наявними в літе-
ратурі даними ([13, 15, 16, 20, 21]), що підт-
верджує коректність наведених виразів і 
виконаних обчислень. 

Про коректність виконаних обчислень 
свідчить також суцільна крива на рис. 5, а, яка зображує розподіл амплітуди радіаль-
ної швидкості rU  уздовж координати r  циліндричної системи при 0z   і 8,215 . 

Штрих-пунктирна крива на цьому рисунку відображає відповідний цій частоті розпо-
діл колової швидкості точок середовища U . Співвимірні значення амплітуд rU  і U  

будуть мати місце і при розташуванні частинки у безмежному середовищі (штрихова і 
точкова криві на рис. 5, а). Видно, що значення радіальної швидкості (суцільна крива) 
задовольняють граничним умовам (1.5) і (1.6), у той час як графік функції U  при 

r R  зазнає розрив першого роду як для випадку обмеженого циліндричною поверх-
нею акустичного середовища (штрих-пунктирна крива), так і безмежного (точкова 
крива). 

 

а 

 

 

б 

 

 

в 

Рис. 4  
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Рис. 5 

Амплітуда тиску на границі поділу середовищ r R  на одних умовно резонанс-
них частотах може мати стрибки значень (рис. 5, б, частота 8,215 ), а на інших 
такі стрибки відсутні (крива 7,555 ). Однак на будь якій частоті падаючої хвилі з 
віддаленням від центру включення амплітудне значення тиску наближається до оди-
ничної амплітуди тиску падаючої хвилі. Слід зазначити, що між зазначеними вище 
частотами знаходиться частота власних коливань інкапсульованої частинки (сферич-
ної оболонки із рідиною) у вакуумі ( 7,863 ), а сам стрибок визначає виключно 
уявна складова тиску. 

Якщо у випадку плоскої хвилі, яка поширюється уздовж циліндричної порожнини 
(1.1), діюча на розташовану на її осі інкапсульовану частинку радіаційна сила дорів-
нює нулеві, то у випадку стоячої хвилі функція stY  може бути відмінною від нуля. 

Причому вона максимальна за модулем, коли центр частинки знаходиться посередині 
між вузлами і пучностями стоячої хвилі [8, 10, 12, 18]. Так, на рис. 6, а кривою 3 зо-

        

а                                                                    б 

Рис. 6 
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бражена функція stY  при  sin 2 1h    ( h  – відстань від точки O (рис. 1) до вузла 

стоячої хвилі). Приведені дані отримані для інкапсульованої частинки з гліцерином і 
оболонкою з поліетилену високого тиску, яка розташована на осі циліндричної порож-
нини. На рис. 6, б кривою 3 представлені аналогічні дані для частинки у безмежному 
середовищі. Очевидно, що при  sin 2 1h    функція stY  змінює знак на протилежний. 

Криві 1 на цих рисунках побудовані для твердих сферичних включень, криві 2 – 
для сферичних гліцеринових включень без оболонок. 

Різниця між кривими 2 і 3 визначає вплив пружної оболонки на радіаційну сили, а 
різкі стрибки значень зі зміною знаку відбуваються на частотах, близьких до частот 
власних коливань сферичної оболонки без наповнювача ( 1,796; 3,510; 5,094; 6,643  
і 8,177). На малих частотах стоячої хвилі і  sin 2 1h    діючі на частинки радіаційні 
сили у циліндричній порожнині і у безмежному середовищі фактично однакові (криві 3). 

Різниця з’являється приблизно після першої резонансної частоти коливань рідини 
у поперечному перерізі порожнини (при 3,832 ). При 7,016  графік функції 
радіаційної сили не наближається до нуля (рис. 6, а) на відміну від задачі для частин-
ки у безмежному середовищі (рис. 6, б). 

Відмінність від нуля діючої на частинку радіаційної сили є непрямим проявом не-
симетрії потенціального поля у її околі. На рис. 7, а показано розподіл амплітудного 
значення тиску для випадку стоячої хвилі при 8,215  і  2 3 8 1,052h     

( 2    – довжина стоячої хвилі;  sin 2 1h   ). Із порівняння із зображеними на 

рис. 3, а даними, які побудовані для бігучої хвилі, на рис. 7, а чітко видні положення 
вузлових точок, а осереднена відстань між ними становить 62 0,41 . 

 
а 

 
б 

Рис. 7 
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Той же порядок амплітудного значення тиску буде мати механічна система з інка-
псульованою частинкою, центр якої розташований на відстані 1,052h R   від твер-
дого торця напівнескінченної циліндричної порожнини. Відповідні числові результа-
ти при поширенні уздовж додатного напряму осі z  плоскої хвилі з тиском одиничної 
амплітуди ( 0 1 iF   ) показано на рис. 7, б. Із порівняння представлених на рис. 7 

полів випливає, що основною відмінністю є розподіл тиску всередині частинки і у 
другому випадку (рис. 7, б) максимальні значення знаходяться майже у її центрі. Ра-
зом з тим питання про дифракційні процеси у околі інкапсульованої частинки на осі 
напівнескінченної циліндричної порожнини з рідиною потребує більш детальних дос-
ліджень з орієнтиром на можливе прикладне застосування теоретичних результатів.  

Висновки. 
У роботі досліджено радіаційну силу, що діє на інкапсульовану частинку у запов-

неній ідеальною стисливою рідиною циліндричній порожнині. Радіаційна сила обу-
мовлена складним дифракційним полем в околі частинки і всередині неї, джерелом 
яких є стояча хвиля заданої амплітуди і із заданим положенням вузлової точки. Від-
правною точкою для даної роботи є представлені у публікації [7] результати. На підс-
таві виконаних авторами досліджень систематизовано розв’язки задач про дифракцію 
гармонічних хвиль на сферичному включенні (твердому, рідкому і інкапсульованому) 
у нескінченній або напівнекінченній циліндричній порожнині з ідеальною стисливою 
рідиною і представлено розрахункові вирази для відповідних коефіцієнтів. Для пере-
вірки достовірності отриманих співвідношень виконано розрахунки для тестових за-
дач з наявними в літературі даними. 

Обчислення показали, що на малих частотах стоячої хвилі циліндрична границя 
слабо впливає на значення функції радіаційної сили. Суттєвий вплив проявляється на 
частотах, більших за першу власну частоту радіальних коливань рідини у поперечно-
му перерізі циліндричної порожнини. Пікові значення радіаційної частоти мають міс-
це для частот, які є близькими до «умовно резонансних» частот даної механічної сис-
теми і власних частот коливань пружної оболонки інкапсульованої частинки. Зі збіль-
шенням піддатливості оболонки її вплив на радіаційну силу стає менш помітним. Зна-
чення вищевказаних частот можна отримати на підставі аналізу розрахункової систе-
ми рівнянь, однак наперед спрогнозувати значення і напрям дії радіаційної сили на 
сферичне включення неможливо. Для розрахунку цих сил можуть бути застосовані 
викладені у даній роботі співвідношення, які дозволяють проводити обчислення із 
контрольованою точністю з врахуванням характеристик рідин та пружних характери-
стик оболонки. 

Наукові дослідження, результати яких опубліковано в даній статті, виконано за 
підтримки Національного фонду досліджень України (конкурс «Підтримка дослі-
джень провідних та молодих учених», Проєкт 2020.02/0112 «Дифракційні процеси і 
радіаційні сили в обмежених гідропружних системах»). 

 
РЕЗЮМЕ.  На основі розв’язку осесиметричної граничної задачі гідропружності про дифрак-

цію плоскої хвилі з пружною сферичною оболонкою, яка заповнена стисливою рідиною (інкапсульо-
вана частинка) і занурена в циліндричну порожнину з іншою рідиною, отримано розрахункові вирази 
для низки частинних випадків даної задачі про взаємодію плоскої рухомої або стоячої хвилі зі сфе-
ричним включенням на осі циліндричної нескінченної або напівнескінченної порожнини. Дослідже-
но також діючу на інкапсульовану частинку акустичну радіаційну силу як функцію частоти стоячої 
хвилі, фізичних і геометричних параметрів механічної системи. Узгодження результатів тестових 
розрахунків з наявними в літературі даними свідчить про коректність представлених співвідношень і 
виконаних обчислень. Проведені чисельні експерименти показали, що тонка пружна оболонка спри-
чиняє стрибки значень радіаційної сили на частотах стоячої хвилі, близьких до частот власних коли-
вань оболонки. Амплітудні значення діючої на частинку у безмежному середовищі радіаційної сили 
при частотах з більшою за діаметр частинки довжиною стоячої хвилі наближаються до нуля. У випа-
дку частинки у циліндричній порожнині саме на цьому діапазоні частот радіаційна сила приймає 
максимальні значення, а її напрям залежить від положення вузлової точки хвилі і фізичних парамет-
рів механічної системи. Викладена методика дозволяє як проводити розрахунки радіаційної сили з 
контрольованою точністю, так і визначати частоти стоячої хвилі для реалізації контрольованого руху 
розташованої в циліндричній порожнині інкапсульованої частинки. 
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