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Abstract. An optimization problem is stated and solved of the simultaneous start of 

mechanisms of changing the boom and rotation of the tower crate with saddle jib. A dynam-
ic model of the crane boom system with six degrees of freedom is used. The basic move-
ment of the mechanisms and oscillations of the rotating part of the crane, trolley, and load, 
which are caused by the elastic properties of the links and ropes are taken into account in the 
dynamic model. The differential equations of the joint movement of mechanisms фre ob-
tained based on a dynamic model. The root-mean-square value of the full power is used as a 
criterion for the optimization. The generalized coordinates and velocities of the boom sys-
tem at the beginning and at the end of the motion are used in formulation of the boundary 
conditions for the optimal mode movement. These coordinates are reduced to the load coor-
dinate and its higher time derivatives. As a result of the optimization, the motion modes are 
obtained which minimize the drive mechanisms power, reduce dynamic loads, and eliminate 
oscillations of the tower links and the pendulum load oscillations. 
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Вступ. 
Одним з шляхів підвищення продуктивності баштових кранів є одночасність ро-

боти механізмів. До таких механізмів, які досить часто здійснюють одночасний рух, 
відносяться механізми зміни вильоту та повороту крана. При одночасній роботі цих 
механізмів в елементах конструкції та приводних механізмів виникають динамічні 
перевантаження. Особливо небезпечними ці перевантаження є тоді, коли механізми 
зміни вильоту та повороту одночасно здійснюють перехідні процеси (пуск, гальму-
вання, зміна швидкості руху). В цей час стають некерованими просторові коливання 
вантажу на гнучкому підвісі, які впливають на стійкість роботи крана. Робота механі-
змів в такому режимі приводить до збільшення енергетичних витрат та зниження на-
дійності роботи окремих механізмів та крана в цілому. Крім того, це створює небез-
пеку для обслуговуючого персоналу та ускладнює роботу кранівника. 

Тому вибір режимів руху приводів при одночасній роботі механізмів, які мінімі-
зують динамічні навантаження і усувають коливання елементів конструкції крана та 
вантажу на гнучкому підвісі є досить актуальною задачею, яка відповідає вимогам 
роботи баштових кранів. 

При роботі кранових механізмів виникають значні динамічні навантаження, які 
мають суттєвий вплив на продуктивність та надійність вантажопідйомних кранів. Пи-
танням дослідження динаміки вантажопідйомних кранів, зокрема баштових, присвя-
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чена значна кількість праць, серед яких можна виділити такі з них [5 – 7, 22, 23]. В 
наукових працях [6, 7, 22] досліджувались динамічні процеси в баштових кранах, а в 
роботах [5, 23] – мостового типу і, зокрема, контейнерних перевантажувачів з елемен-
тами керування рухом. В роботі [19] здійснено моделювання динаміки поворотного 
крана і керування приводними механізмами.  

Останнім часом значна увага приділяється дослідженням динаміки спільного руху 
кранових механізмів [1 – 3, 8, 16, 17, 21]. В роботах [8, 16, 17, 21] досліджувалась ди-
наміка механізмів підйому та зміни вильоту вантажу для різних типів і конструкцій 
вантажопідйомних кранів. При цьому встановлювались причини виникнення коли-
вань вантажу на гнучкому підвісі. Значна увага приділяється дослідженням динаміки 
одночасного руху механізмів зміни вильоту та повороту вантажопідйомних кранів [1 – 
3]. В роботах [1, 2] розглянуто динаміку спільного руху механізмів зміни вильоту ван-
тажу та повороту баштового крана. Для мінімізації коливань вантажу на гнучкому 
підвісі здійснювалось керування приводним електродвигуном механізму зміни вильо-
ту при усталеному обертанні механізму повороту крана [3]. В роботі [14] розроблено 
математичну модель динаміки одночасного руху механізмів зміни вильоту та поворо-
ту баштового крана з балочною стрілою. На базі розробленої моделі досліджено ди-
намічні процеси роботи двох механізмів, які дозволили визначити їхні кінематичні, 
силові та енергетичні характеристики. При цьому також досліджені просторові маят-
никові коливання вантажу на гнучкому підвісі та виявлені динамічні перевантаження 
механізмів зміни вильоту і повороту крана [17]. 

Для зменшення коливань вантажу на гнучкому підвісі розв’язувались оптиміза-
ційні задачі при роботі окремих механізмів [11, 12, 15]. Так, наприклад, в досліджен-
нях [11] вирішувалась оптимізаційна задача мінімізації потужності приводного меха-
нізму та усунення коливань вантажу на гнучкому підвісі при роботі механізму пово-
роту крана. Для проведення оптимізації режиму повороту крана використовувався 
комплексний критерій. В роботі [15] оптимізовано процес пуску механізму зміни ви-
льоту баштового крана при усталеному режимі повороту, де за критерій оптимізації 
використано середньоквадратичне значення рушійного моменту приводу. В роботі 
[12] для зменшення високочастотних коливань в приводі механізму переміщення ван-
тажного візка при усталеному повороті крана здійснено оптимізацію режиму руху за 
критерієм середньоквадратичного значення швидкості зміни рушійного моменту. Та-
ка оптимізація приводить до мінімізації динамічних навантажень на елементи приво-
дних механізмів та крана в цілому. Задачі зменшення коливань в баштових кранах 
вирішуються за рахунок вибору режимів руху приводних механізмів. В роботі [13] 
така задача вирішувалась для механізму зміни вильоту вантажу при усталеному пово-
роті баштового крана шляхом оптимізації режиму пуску приводного механізму з ви-
користанням комплексного критерію. Тому вибір режимів руху приводних механіз-
мів, що зменшують коливання ланок і підвищують ефективність роботи вантажопід-
йомних кранів, є досить актуальним і потребує більш повних досліджень. 

Важливим напрямком досліджень вантажопідйомних кранів є оптимізація плану-
вання траєкторій руху кранових механізмів [4, 9, 10, 20, 24]. В роботах [9, 10] 
розв’язувались задачі оптимізації планування траєкторій переміщення контейнерним 
краном при дії динамічних навантажень з системою усунення розгойдування вантажу 
на гнучкому підвісі. Авторами роботи [4] вирішувалась оптимізаційна задача стратегії 
керування для мінімізації коливань вантажу на гнучкому підвісі. В роботі [20] здійс-
нено оптимізацію планування рухом мостових кранів з гнучким підвісом змінної дов-
жини. В роботі [24] розв’язувалась задача оптимального керування крановими систе-
мами із вхідним насиченням та обмеженнями стану системи. 

Аналіз проведених досліджень динаміки та оптимізації вантажопідйомних кранів 
показує, що вибір оптимальних траєкторій та режимів руху приводних механізмів, що 
зменшують коливання ланок і підвищують ефективність роботи вантажопідйомних 
кранів, є досить актуальним і потребує більш повних досліджень. 

Мета досліджень полягає в підвищенні ефективності одночасної роботи механіз-
мів зміни вильоту та повороту шляхом оптимізації процесів пуску цих механізмів. 

§1. Постановка задачі оптимального керування. 
Стрілову систему баштового крана представлено механічною системою (рис. 1), 

до складу якої входять зведені до осі повороту крана абсолютно тверді маси привод-
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ного механізму повороту з моментом інерції 1І  та поворотної частини крана з момен-

том інерції 2І , які з’єднані між собою пружним елементом з коефіцієнтом жорсткості 

1С . Зведена до осі повороту барабана абсолютно жорстка маса приводу механізму 

зміни вильоту з моментом інерції 3І  з’єднана з візком масою m3 пружним канатом з 

коефіцієнтом жорсткості 3С  чи '
3С  в залежності від напрямку руху візка. Вантаж ма-

сою m  з’єднано з центром мас візка за допомогою гнучкого підвісу з незмінною дов-
жиною Н  під час руху механізмів зміни вильоту та повороту крана. На стрілову сис-
тему крана діють рушійні моменти приводних механізмів повороту крана 1М  та змі-

ни вильоту вантажу 3М , а також момент сил опору 2М  в поворотній частині крана і 

сила опору переміщення візка W . 

 
Рис. 1 

В наведеній динамічній моделі стрілової системи крана при одночасному русі ме-
ханізмів зміни вильоту та повороту враховано основний рух приводних механізмів, 
пружні переміщення поворотного механізму та тягового органу візка, а також коли-
вання вантажу на гнучкому підвісу в площині зміни вильоту та при повороті крана. З 
наведеного встановлено, що представлена динамічна модель стрілової системи баш-
тового крана має шість ступенів свободи.  

В площині повороту крана за узагальнені координати обрані кутові координати 
зведеної маси приводу механізму повороту  , поворотної частини крана   та пово-
роту вантажу  . В площині зміни вильоту за узагальнені координати обрано лінійні 
координати центрів мас візка z  та вантажу x , а також кутова координата повороту 
зведеної маси приводу механізму зміни вильоту  . Кутове відхилення гнучкого під-
вісу вантажу від вертикалі визначається кутовою координатою  , яка визначається 
залежністю 

u

H
  ,                                                          (1.1) 

де  
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       2 22 2 sin
2

u z x x z x x
              
 

.                      (1.2) 

Для отримання диференціальних рівнянь одночасного руху механізмів зміни ви-
льоту та повороту баштового крана, представлених динамічною моделлю, що наведе-
на на рис. 1, використаємо рівняння Лагранжа другого роду: 

1 3 2; ; ;

; ; ,

d T T П d T T П d T T П
M M M

dt dt dt

d T T П d T T П d T T П

dt dt z z z dt x x x

        
         

        

        
        

        

 

 

        

  

(1.3) 

де T , П  – відповідно кінетична та потенціальна енергії, які визначаються наступни-
ми виразами: 

   2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 3

1 1 1 1 1
;

2 2 2 2 2
T I I I m z z m x x                           (1.4) 

   2 2
1 3

1 1
cos

2 2
П С С r z mgH        .                         (1.5) 

Тут r  – радіус приводного барабана механізму зміни вильоту; g  – прискорення віль-

ного падіння. 
Візьмемо похідні від виразів (1.4) і (1.5), згідно з рівняннями (1.3), в результаті 

чого отримаємо: 

 

2 2
3 1

2 2
3 2 3 3

0; ; ; ;

; ; ; ; ;

Т Т Т Т Т Т Т
m z mx I

z x

Т Т Т Т Т
I I m z mx m z mx

z x

  
    

  
 

      
      

      

    
     

   

  


      

               (1.6) 

 2
1 3 2 3 3; ; 2 ;

d Т d Т d Т
I I I m z m zz

dt dt dt
   

 
  

    
 

   
                   (1.7) 

2
32 ; ; ;

d Т d Т d Т
mx mxx m z mx

dt dt z dt x
 


  

   
  

  
 

                       (1.8) 

   1 3; ;
П П

С С r r z  
 
 

   
 

                                 (1.9) 

     1 1sin ;
П mg

С mgH С xz
H

      
 
 

         
 

        (1.10) 

 sin
П mg

mgH xz
H

  
 
 

    
 

;                           (1.11) 

   3 3sin ( );
П mg

С r z mgH С r z z x
z z H

   
         

 
          (1.12) 

sin ( ).
П mg

mgH x z
x x H

 
   

 
                              (1.13) 
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В результаті підстановки виразів (1.6) – (1.13) в систему рівнянь (1.3) будемо мати 
диференціальні рівняння одночасного руху механізмів зміни вильоту та повороту ба-
штового крана: 

   

     

   

1 1 1 3 3 3

2
2 3 3 2 1

2 2
3 3 3

2

; ;

2 ;

2 ; ( ) ;

( ).

I M C I M C r r z

mg
I m r m zz M C xz

H

mg mg
mx mxx xz m z m z C r z z x W

H H

mg
mx mx x z

H

     

       

        

   



 

   



    

     

     



(1.14) 

Оскільки під час одночасного руху механізмів зміни вильоту та повороту крана 
виникає потреба в зменшенні енергетичних витрат, тому за критерій оптимізації про-
цесу одночасного пуску механізмів візьмемо середньоквадратичне значення суми по-
тужностей приводних механізмів 

    1

1
2

221
1 1 3

0

min
t

скР t M M dt
 

    
 

                               (1.15) 

при виконанні наступних крайових умов руху: 

0 0 0 0

3 1 3 11 1
1 0 1 0 3 0 3

3 1 1 1 1 1
0 3 1 1

0 : , 0, , 0, , 0, , 0, 0,

0, 0, 0;

: , , , , , ,
2 2 2

, , , , , .
2 2 2

t z z z x z x

t v tt
t t z z z v

v t t t
x z x v

      

  

       

      

         

  

         

      

 

 

 

 

   (1.16) 

Тут t – час; 1t  – тривалість процесу пуску механізмів зміни вильоту та повороту кра-

на; 0 0,   – початкові положення кутових координат приводних механізмів повороту 

та зміни вильоту, відповідно; 0z  – початкове положення візка та вантажу; 1 3,   – 

усталені кутові швидкості повороту крана та приводного барабана механізму зміни 
вильоту; 3v  – усталена швидкість переміщення візка та вантажу. 

§2. Розв’язання задачі. 
В поставленій варіаційній задачі (1.15), (1.16) необхідно знайти режими руху приво-

дних механізмів , які мінімізують критерій (1.15) і задовольняють крайові умови (1.16). 
Для формування критерію (1.15) виразимо рушійний момент 1М  та 3М , а також 

координати ланок через узагальнені координати вантажу x  i   та їхні похідні за часом. 

З першого та другого рівнянь системи (1.14) знайдемо вирази рушійних моментів: 

 1 1 1 ;M I C                                                   (2.1) 

 3 3 3 .M I C r r z                                                (2.2) 

З третього та четвертого рівнянь системи (1.13) знайдемо вираз, що входить в за-
лежність (2.1), в результаті чого отримаємо 

     2
1 2 3 3 22 2С І m z m zz mx x x M               .                   (2.3) 
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Аналогічно з п’ятого та шостого рівнянь системи (1.13) знайдемо вираз, що вхо-
дить в залежність (2.2) 

     2 2
3 3C r z m z z m x x W         .                           (2.4) 

В залежності (2.3) та (2.4) входить координата візка та її похідні за часом. Вира-
зимо її через координати вантажу. Для цього скористаємось останнім рівнянням сис-
теми (1.14) і отримаємо координату візка, яка має вигляд 

2( ).
H

z х x x
g

                                                   (2.5) 

Візьмемо похідні за часом від виразу (2.5): 

2( 2 );
H

z х x x x
g

                                                   (2.6) 

24 2 ( ) ;
IVH

z х x x x
g

 
     

 
                                            (2.7) 

24 6 ( ) 2 ( 3 ) .
V IVH

z х x x x x
g

 
       

 
                                 (2.8) 

Із залежності (2.3) виразимо координату приводу механізму повороту 

    2
2 3 3 2

1

1
2I m z m zz mx x x M

С
               .                (2.9) 

Двічі продиференціюємо за часом вираз (2.9), в результаті чого отримаємо 

    
  

2 2
2 3 3

1

2 2

1
2 2

2 2 2 ;

I m z m z z z z
С

m x x x x x

     

   

      

   

       

     
.                (2.10) 

      

   

2
2 3 3

1

2

1
2 3 3 3

6 2 3 3 .

IV

IV

I m z m z z z z z z z
С

m x x x x x x x x

       

     

        


        
 

           

         
      (2.11) 

З рівняння (2.4) знайдемо кутову координату приводного барабана механізму змі-
ни вильоту 

    2 2
3

3

1z
m z z m x x W

r C r
         .                            (2.12) 

Двічі продиференціюємо за часом вираз (2.12), після чого отримаємо: 

    2 2
3

3

1
2 2

z
m z z z m x x x

r C r
          

         ;                     (2.13) 

 

 

2 2
3

3

2 2

1
4 2

4 2 .

IV

IV

z
m z z z z

r C r

m x x x x

    

   

          
 

       
 

       

      

                       (2.14) 
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У вирази рушійних моментів приводних механізмів та їх кінематичних характери-
стик входять координата поворотної частини крана та її похідні за часом, тому вира-
зимо їх через координати вантажу. Для цього використаємо четверте рівняння систе-
ми (1.14), з якого маємо 

 2
H

x x
gz

       .                                              (2.15) 

Візьмемо похідні за часом від виразу (2.15) включно до четвертого порядку: 

    2
3 2 2

H
x x x z z x x

gz
                    ;                       (2.16) 

 

    

3
4 5 2 2

2 3 2 2 ;

IVH
z z x x x x z x x

gz

z z x x x z x x

   
             

    

         

       

       

    

               (2.17) 
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          (2.18) 

   

2
5

6 14 16 9 2

3 4 5 2

4 3 2 2

IV IV VI V IV IV V

IV

IV

H
z z z x x x x x x

gz

z x x x x

z x x x z x x

    
             

 
     

 


     


    

    

      

       

   

    

 

      
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z z z x x x x x z x x

       

   
             

           
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      

      
          (2.19) 

      26 3 2 3 2 2z z x x x z x x x z x x                              

 
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z z x x x z x x

  
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  
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        

       

     
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Виразимо крайові умови (1.16) через координати вантажу x  і   та їхні похідні за 

часом. Розглянемо крайові умови на початку пуску, коли 0t  . Тут відомими є коор-

динати   00x z ;  0 0x  ;  0 0  ;  0 0  . З залежності (2.6) маємо, що умові 

0z z  відповідає співвідношення 
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 0 0x  .                                                      (2.20) 

Також із виразу (2.7) знаходимо, що умові 0z   відповідає залежність 

 0 0x  .                                                      (2.21) 

Далі, виходячи з залежності (2.15) і умови 0  , маємо  

 0 0  .                                                        (2.22) 

З умови 0   за даною залежності (2.16) знаходимо 

 0 0  .                                                        (2.23) 

Використовуючи умову  3 0/ ( ) /W C r z r   , за допомогою залежностей (2.12) 

та (2.8) знаходимо 

 0 0
IV
x  .                                                         (2.24) 

Також, використовуючи умову 0   і залежність (2.13) та третю похідну за ча-

сом від координати візка, отримуємо 

 0 0
V
x  .                                                        (2.25) 

З умови 2 1/M C   та виразів (2.9) і (2.17) маємо 

 0 0
IV
  .                                                        (2.26) 

Використавши умову 0   та залежності (2.10) і (2.18), знаходимо 

 0 0
V
  .                                                        (2.27) 

Тепер розглянемо кінцеві умови пуску механізмів зміни вильоту та повороту кра-
на, коли 1t t . Позначимо 3v v , 1  , тоді 3 v r  . Тут відомими є такі умови: 

  1
1 1 0 2

vt
x t z z   ;  1x t v ;   1

1 2

t
t

  ;  1t  . 

З умови   1
1 1 0 2

vt
z t z z    за допомогою залежності (2.5) знаходимо, що 

  2 21
1 1 0 2

vt
x t z z     

 
 .                                        (2.28) 

Використовуючи залежність (2.6) і умову  1z t v , маємо 

  2
1 3x t v  .                                                     (2.29) 

За допомогою умови  1 1 / 2t t   та залежності (2.15) отримуємо 

 1
1

2v
t

z

   .                                                     (2.30) 

З умови  1t   та залежності (2.16) отримуємо співвідношення 

 
2

3
1 2

1

6
2

v
t

z

   .                                                 (2.31) 
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Використавши умову  1 3 1 1( ) / ( ) ( / )t W C r z r    і залежності (2.7) і (2.12), маємо 

 
2 2

4
1 1

1

12
4

IV v
x t z

z

   .                                            (2.32) 

Введемо деякі позначення: 2
23 2 3 1I I m z  ; 

2
3 1

3
23

m z
k

I
 ; 

2
3 1

23

( 2 )m m z
k

I


 . 

Виходячи з умови  1 /t v r  , виразів (2.13) і (2.8) та наведених позначень, 

отримаємо 

 
2

2 2
1 2

1

5
24 3

V v g
x t v k

Hz
 

  
       

.                                 (2.33) 

З умови   2 1
1

1 2

M t
t

C

    та виразів (2.9) і (2.17) знаходимо 

 
2

2
1 2

1 1

( 2) 24
IV v g v

t k
z H z

 
  

        
.                               (2.34) 

В результаті використання виразів (2.10) і (2.18) та умови  1t   маємо 

 
4 2

4 2
1 3 3 34 2

1 1

2 60 13 (1 ) (11 2 ( 2) )
V v g v

t k k k k
Ht z

   
  

            
.       (2.35) 

Виходячи з виразів (2.20) – (2.35), крайові умови (1.16) представимо в наступному 
вигляді: 

           00 , 0 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 0;
IV V

x z x x x x x         

           0 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 0;
IV V

              

       2 21
1 1 0 1 1 1 1, , , 3 ;
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t
x t z z x t x t z x t

             
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  
          

      

       
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31
1 1 1 1 2

1 1

2 6
, , , 2 ;

2

t
t t t t

z z

        
                   (2.36) 

 
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1 1

( 2) 24 ;
IV v g v

t k
z H z

  
         

   

 
4 2

4 2
1 3 3 34 2

1 1

2 60 13 (1 ) (11 2 ( 2) ) .
V v g v

t k k k k
Hz z

  
             

     

Інтегральний функціонал (1.15) з виразами (2.1) – (2.18) і крайовими умовами 
(2.36) представляють собою варіаційну задачу, в якій необхідно знайти закони зміни 
координат вантажу  x t  та  t , які мінімізують значення критерію (1.15) та забез-

печують крайові умови (2.36). 
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Представлена варіаційна задача є нелінійною, тому для її розв’язку використаємо 
наближений метод. Для розв’язку поставленої варіаційної задачі представимо шукані 
функції  x t  і  t  у вигляді поліномів з двома доданками 

           1 2 1 2; .x t x t x t t t t                                (2.37) 

У виразах (2.37) перші доданки  1x t  і  1 t  − це вибрані поліноми, що задово-

льняють крайові умови, а другі −  2x t  і  2 t  − поліноми, в які входять вільні кое-

фіцієнти і задовольняють нульовим крайовим умовам: 

           

           

2 2 2 2 2 2

2 1 0 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

0 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 0;

, , 0, 0, 0, 0;

IV V

IV V

x x x x x x

x t z x t v x t x t x t x t

     

     

  

  
            (2.38) 

           

           

2 2 2 2 2 2

1
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

0 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 0;

, , 0, 0, 0, 0.
2

IV V

IV Vt
t t t t t t

     

     

  

  

     

      
       (2.39) 

Функції  1x t  та  1 t  виберемо у вигляді поліномів одинадцятого порядку 

11

1 1
0

, 0i
i

i

x C t t t


   ;                                              (2.40) 

11

1 1
0

, 0 .i
i

i

D t t t


                                                (2.41) 

Оскільки в крайових умовах (2.36) функції  x t  та  t  входять до п’ятого по-

рядку включно, тому візьмемо їх 
2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 112 3 4 5 6 7 8 9 10 11 ;x C C t C t C t C t C t C t C t C t C t C t            

2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 112 6 12 20 30 42 56 72 90 110 ;x C C t C t C t C t C t C t C t C t C t           

2 3 4 5 6 7 8
1 3 4 5 6 7 8 9 10 116 24 60 120 210 336 504 720 990 ;x C C t C t C t C t C t C t C t C t           (2.42) 

2 3 4 5 6 7
1 4 5 6 7 8 9 10 1124 120 360 840 1680 3024 5040 7920 ;

IV
x C C t C t C t C t C t C t C t         

2 3 4 5 6
1 5 6 7 8 9 10 11120 720 2520 6720 15120 30240 55440 .

V
x C C t C t C t C t C t C t        

Похідні від функції (2.41) будуть мати вигляд, аналогічний (2.42), де постійні Сі 
замінюються на відповідні Di. 

Підставивши в залежності (2.40) і (2.42) крайові умови (2.38), отримаємо: 

0 0 1 2 3 4 5; 0.С z C C C C C                                        (2.43) 

Інші постійні 6 7 11, , ,C C C  визначаються з системи рівнянь 

 1 02 3 4 5
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;
z z

С С t С t С t С t С t
t


       
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IV
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V
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Підставивши вирази (2.43), а також знайдені в результаті розв’язку системи (2.44) 
постійні в залежність (2.40), знайдемо функцію, яка забезпечує крайові умови по ко-
ординаті x  та її похідним за часом. Аналогічно знаходиться функція, яка забезпечує 
крайові умови по координаті   та її похідним за часом. 

Поліноми  2x t  і  2 t  представимо у наступному вигляді: 

   66
2 1 1

0

, 0 ;
n

i
i

i

x t t t t A t t t


                                        (2.45) 
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t t t t B t t t


                                       (2.46) 

де 0 1 0 1, , , , , , ,nА А А В В  nB  – вільні коефіцієнти, від яких залежить значення кри-

терію оптимізації (1.15);  66
1t t t – множник, який забезпечує виконання нульових 

крайових умов (2.38) і (2.39) при будь-яких значеннях коефіцієнтів 0 1, , , ,nА А А  

0 1, , ,В В  nB . Ці коефіцієнти є вільними і використовуються для знаходження міні-

мального значення критерію (1.15). 
Підставивши вирази (2.40) – (2.46) з урахуванням крайових умов (2.38), (2.39) в 

залежності (2.37), знайдемо вирази функцій  x t  та  t , які включають вільні кое-

фіцієнти 0 1, , , nА А А  та 0 1, , ,В В  nB . 

Знаючи вирази функцій  x t  та  t , знайдемо залежності  z t ,  t ,  t  i 

 t . Ці функції також залежать від вільних коефіцієнтів. В результаті проведення 

інтегрування критерій (1.15) також стає функцією вільних коефіцієнтів 0 1, , , nА А А  

та 0 1, , ,В В  nB . Таким чином, наближений розв’язок варіаційної задачі (1.15), (2.36) 

зводиться до знаходження мінімуму функції багатьох змінних. 
Розв’яжемо цю задачу шляхом використання метаевристичного методу PSO-Rot-

Ring [18]. 
При цьому критерій (1.15) представимо функцією, що залежить від 10 вільних ко-

ефіцієнтів 

 0 1 4 0 1 4, , , , , , , .rC P A A A B B B                                            (2.47) 
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Розрахунки оптимального режиму одночасного руху механізмів зміни вильоту та 
повороту баштового крана за критерієм середньоквадратичного значення потужності 
приводів виконаємо за таких значень параметрів стрілової системи: 

5000 кгm  ; ; 3 300 кгm  , 5 2
1 5,51 10 кг мI  ‧ ; 6 2

2 4,92 10 кг мI  ‧ ; 2
3 30,0 кг мI   ;  

2 398 Нм90М  ; 0 Н550W  ; 6
1 6,6310 Нм / рад;С  ‧  6

3 1,3610 Нм/радС  ‧ ; 

0,15мr  ; 0 10мz  ; 0,85 м / с ; 0,075 рад/с ; 5 мH  ; 1 5,0 сt  ; 29,81м/сg  . 

В результаті розв’язування оптимізаційної задачі отримано наступні значення ві-
льних коефіцієнтів: 

7
0 1 10A  ‧ ; 7

1 1 10A  ‧ ; 7
2 1 10A  ‧ ; 8

3 – 4,115 10A  ‧ ; 9
4 7,343 10A  ‧ ; 

8
0 – 4,378 10B  ‧ ; 9

1 6,649 10B  ‧ ; 9
2 1,018 10B  ‧ ; 11

3 6,319 10B   ‧ ; 
11

4 5,261 10B   ‧ . 
На основі отриманого розв’язку оптимізаційної задачі одночасного пуску механі-

змів зміни вильоту та повороту баштового крана побудовано графічні залежності кі-
нематичних (рис. 2 – 5), силових (рис. 6, 7) та енергетичних (рис. 8, 9) характеристик 
для базового розв’язку, коли всі вільні коефіцієнти дорівнюють нулю (графіки чорно-
го кольору), а також для оптимального розв’язку (графіки сірого кольору). 

 
Рис. 2 

 

Рис. 3 
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Рис. 4 
 

§3. Аналіз результатів розв’язання задачі. 
З наведених фазових портретів деформації колони крана (рис. 2), відхилення ка-

нату від вертикалі в площині руху візка (рис. 3) та в площині, перпендикулярній до 
руху візка (рис. 4) можна зробити висновок, що за час пуску як для базового, так і 
оптимального розв’язку усі ці коливальні процеси є затухаючими. Це вказує на те, що 
при виході на усталений режим руху в елементах стрілової системи відсутні колива-
льні процеси. Разом з тим, оптимальний режим руху має переваги перед базовим ре-
жимом. Так, наприклад, максимальне значення деформації колони при оптимальному 
режимі в порівнянні з базовим режимом зменшилось на 23%, а максимальна швид-
кість деформації відповідно зменшилась на 26%. Аналогічна картина спостерігається і 
при коливаннях вантажу у взаємно перпендикулярних площинах, де покращені пока-
зники спостерігаються у оптимального режиму руху в порівнянні з базовим. 

 

Рис. 5 
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Порівнюючи графіки швидкості переміщення візка при оптимальному та базово-
му режимах руху, можна бачити незначні відхилення між ними, де базовий режим 
руху має більш плавний характер зміни. 

З графічних залежностей рушійних моментів приводів повороту крана (рис. 6) та 
переміщення візка (рис. 7) можна бачити, що вони є досить близькими по характеру 
зміни як при базовому, так і при оптимальному режимах руху, де оптимальний режим 
руху має незначне зменшення максимальних значень моментів. 

 

 

Рис. 6. 

 
 

 

Рис. 7. 
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Рис. 8. 

 

Рис. 9 

 
Аналіз графічних залежностей потужності приводу механізму повороту (рис. 8) 

показує, що характер зміни при базовому та оптимальному режимах в цілому є досить 
близьким з певними відхиленнями. При цьому максимальне значення потужності при 
базовому режимі на 33% перевищує відповідне значення при оптимальному режимі 
руху. Зміни потужності приводу механізму переміщення візка (рис.9) при базовому і 
оптимальному режимах є досить близькими і їхні максимальні значення співпадають. 

Для отриманих розв’язків задачі (1.15) розраховано чисельні значення кінематич-
них, динамічних та енергетичних показників (таблиця). 
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Таблиця  

Показник 
Одиниця вимі-

рювання 

Розв’язок 

Базовий 
(нульові значення 

коефіцієнтів) 

Оптимальний 
(оптимальні зна-
чення коефіцієн-

тів) 
Максимальні значення 

Деформація колони рад 0,02897 0,03098 
Деформація каната м  0,005461  0,005454 

Відхилення вантажу від вертикалі у пло-
щині руху візка 

м 0,1942 0,1970 

Відхилення вантажу від вертикалі у пло-
щині, що перпендикулярна площині руху 

візка 
рад 0,02483 0,02591 

Рушійний момент приводу механізму 
повороту крана 

Нм 192204 201402 

Рушійний момент приводу механізму 
переміщення візка 

Нм 1131 1107 

Потужність приводу механізму повороту 
крана 

Вт 13257 10166 

Потужність приводу механізму перемі-
щення візка 

Вт 4752 4752 

Сумарна потужність приводу механізмів 
повороту крана та переміщення візка 

Вт 18009 14918 

Середньоквадратичні значення 
Деформація колони рад 0,019856 0,020258 
Деформація каната м 0,0046264 0,0046204 

Відхилення вантажу від вертикалі у пло-
щині руху візка 

м 0,10161 0,09843 

Відхилення вантажу від вертикалі у пло-
щині, що перпендикулярна площині руху 

візка 
рад 0,013447 0,013868 

Рушійний момент приводу механізму 
повороту крана 

Нм 13847 141275 

Рушійний момент приводу механізму 
переміщення візка 

Нм 978 976 

Потужність приводу механізму повороту 
крана 

Вт 5671 5662 

Потужність приводу механізму перемі-
щення візка 

Вт 3101 3095 

Сумарна потужність приводу механізмів 
повороту крана та переміщення візка 

Вт 8690 8653 

 
Аналіз графічних залежностей (рис. 2 – 9), а також чисельних даних, які наведено 

у таблиці, показує, що обидва розв’язки задачі є доволі близькими. Це означає, що 
базовий розв’язок, який відповідає лише забезпеченню крайових умов руху системи 
(1.16), задано вдало у сенсі мінімізації критерію (1.15). Тобто, суттєвий вплив на мі-
німізацію критерію (1.15) мають задані крайові умови руху (1.16). Величини критерію 
(1.15), які відповідають базовому розв’язку та розв’язку, що отриманий з застосуван-
ням оптимізаційного підходу, близькі між собою. Повторні запуски алгоритму PSO-
Rot-Ring не дали змоги знайти кращий результат. Можна висунути гіпотезу, що знай-
дений оптимальний розв’язок відповідає глобальному мінімуму критерію (1.15) на 

множині коефіцієнтів 0 4 0 4, , , , ,A A B B  , що обмежені значеннями 7 710 10   . 

Висновок. 
В наведеній роботі представлено результати досліджень оптимізації режимів пус-

ку при одночасному русі механізмів зміни вильоту вантажу та повороту баштового 
крану з балочною стрілою. Стрілова система баштового крана представлена механіч-
ною системою з шістьма ступенями свободи, для якої складено систему диференціа-
льних рівнянь руху. В отриманій системі координати усіх ланок виражені через ліній-
ну координату зміни вильоту та кутову координату повороту вантажу. Для мінімізації 
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енергетичних витрат в роботі поставлено варіаційну задачу, в якій необхідно визначи-
ти закони руху механізмів зміни вильоту та повороту крана при мінімізації інтеграль-
ного критерію та забезпеченні необхідних крайових умов переміщень та швидкостей 
ланок стрілової системи. В цій задачі за критерій оптимізації обрано інтегральний 
функціонал, який представляє собою середньоквадратичне значення сумарної потуж-
ності механізмів зміни вильоту та повороту крана. 

Представлена варіаційна задача є нелінійною, тому для її розв’язку використано 
наближений метод. Для розв’язку поставленої варіаційної задачі шукані функції ко-
ординат зміни вильоту та повороту вантажу представлено у вигляді поліномів з двома 
доданками. Перші доданки – це вибрані поліноми, що задовольняють крайові умови 
руху стрілової системи, а другі – поліноми, в які входять вільні коефіцієнти і задово-
льняють нульовим крайовим умовам. Для знаходження вільних коефіцієнтів в нелі-
нійній варіаційній задачі використано модифікований метаевристичний метод рою 
часточок. 

В результаті проведеної оптимізації отримано режими руху, які мінімізують по-
тужність приводних механізмів, зменшують динамічні навантаження і усувають ко-
ливання ланок та вантажу при виході на усталений режим руху механізмів. При цьому 
встановлено, що основний вплив на мінімізацію сумарної потужності мають базові 
функції, які забезпечують крайові умови руху, а роль функцій з вільними коефіцієн-
тами є незначною. 

Дослідження проведено у рамках виконання україно-ізраїльського науково-дос-
лідного проекту «Розробка нових модифікацій методу оптимізації PSO та їх застосу-
вання у задачах інженерії». 

 
 
РЕЗЮМЕ. Сформульовано і розв’язано задачу оптимізації одночасного пуску механізмів зміни 

вильоту та повороту баштового крана з балочною стрілою. Для проведення оптимізації використано 
динамічну модель стрілової системи крана з шістьма ступенями свободи, де враховано основний рух 
механізмів зміни вильоту та повороту, а також коливання поворотної частини крана, візка та ванта-
жу, викликані пружними властивостями ланок та канатів. На основі динамічної моделі складено ди-
ференціальні рівняння одночасного руху механізмів зміни вильоту та повороту. За критерій оптимі-
зації одночасного руху механізмів зміни вильоту та повороту використано середньоквадратичне зна-
чення повної потужності. При формулюванні крайових умов використано переміщення та швидкості 
узагальнених координат стрілової системи на почату та в кінці пуску, які зведено до координат ван-
тажу в процесі зміни вильоту та повороту і їхніх вищих похідних за часом. В результаті проведеної 
оптимізації отримано режими руху, які мінімізують потужність приводних механізмів, зменшують 
динамічні навантаження і усувають коливання ланок та вантажу при виході на усталений режим руху 
механізмів. 
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