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Система функцiй, бiортогональних
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Анотацiя. Для похiдних полiномiв Чебишева другого роду компле-
ксної змiнної побудовано систему функцiй, бiортогональних з ними
на замкнених кривих комплексної площини. Дослiджено властивостi
цих функцiй та встановлено умови, за яких аналiтичнi функцiї роз-
кладаються в ряди за похiдними полiномiв Чебишева другого роду
в комплексних областях. Наведено приклади таких розвинень. Крiм
того, отримано комбiнаторнi тотожностi, якi мають самостiйне за-
стосування.
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Вступ

Властивостi ортогональних систем полiномiв дiйсної змiнної та
розвинення функцiй у ряди за ними достатньо ґрунтовно вивчено в
науковiй лiтературi, зокрема, в [1,2]. Значно менше дослiджень стосу-
ються властивостей цих систем у комплексних областях. У роботi [2]
розглянуто деякi властивостi полiномiв Чебишева комплексної змiн-
ної, а також наведено розвинення аналiтичних функцiй за полiно-
мами Чебишева першого роду у комплексних областях. Властивостi
полiномiв, спорiднених з полiномами Чебишева, а також розвинення
аналiтичних функцiй у ряди за ними в комплексних областях вивча-
лися в [9, 10], вiдповiдно.

Узагальненням методу розкладу функцiй у степеневi ряди є їхнє
розвинення за системою полiномiв, бiортогональних з деякою iншою
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системою функцiй, якi називають асоцiйованими. За певних умов для
будь-якої незалежної i повної системи функцiй можна побудувати вiд-
повiдну систему асоцiйованих функцiй i конструювати ряди за нею.

У данiй роботi побудовано систему асоцiйованих функцiй, бiор-
тогональних з похiдними полiномiв Чебишева другого роду на за-
мкнених кривих комплексної площини, встановлено умови, за яких
аналiтичнi функцiї можна розкласти в ряди за цими полiномами. На-
ведено приклади таких розкладiв. Крiм того, отримано комбiнаторнi
тотожностi, якi можна використовувати для iнших дослiджень.

1. Похiднi полiномiв Чебишева другого роду компле-
ксної змiнної

Нехай Cmn — бiномiальнi коефiцiєнти, а Un(z) – полiноми Чеби-
шева другого роду комплексної змiнної. Для полiномiв Un(z) справе-
дливi явнi формули [3, с. 186]:

Un(z) =

[n2 ]∑
k=0

(−1)k2n−2kCkn−kz
n−2k, (1.1)

де n = 0, 1, . . ..
Продиференцiюємо спiввiдношення (1.1) s разiв:

U (s)
n (z)=

[
n−s
2

]∑
k=0

(−1)k2n−2k(n−2k)(n−2k−1). . .(n−2k−s+1)Ckn−kz
n−2k−s,

де s ≤ n. Оскiльки

(n− 2k)(n− 2k − 1) . . . (n− 2k − s+ 1) = s!Csn−2k,

то остаточно отримаємо вираз для s -ої похiдної U (s)
n (z) полiномiв

Un(z):

U (s)
n (z) = s!

[
n−s
2

]∑
k=0

(−1)k2n−2kCkn−kC
s
n−2kz

n−2k−s. (1.2)

У справедливостi формули (1.2) можна переконатись методом ма-
тематичної iндукцiї.
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Iз спiввiдношень (1.2) отримаємо вирази полiномiв U
(s)
n (z) у ви-

падку парних та непарних значень n:

U
(s)
2n (z) = s!

[n− s
2 ]∑

k=0

(−1)k22(n−k)Ck2n−kC
s
2(n−k)z

2(n−k)−s

= s!

n∑
j=[ s2 ]

(−1)n−j22jC2j
j+nC

s
2jz

2j−s, (1.3)

U
(s)
2n+1(z) = s!

n∑
j=

[
s−1
2

](−1)n−j22j+1C2j+1
j+n+1C

s
2j+1z

2j+1−s. (1.4)

2. Властивостi полiномiв U (s)
n (z)

Нехай

δnm =

{
0, n ̸= m,
1, n = m

– символ Кронекера, а Γ(x) – Гамма функцiя.

Твердження 2.1. Полiноми U (s)
n (z) ортогональнi з вагою

(
1−x2

)s+1
2

на вiдрiзку [−1; 1], тобто виконуються рiвностi

1∫
−1

U (s)
n (x)U (s)

m (x)
(
1− x2

)s+1
2 dx = ∥U (s)

n ∥2δnm, (2.1)

де ∥U (s)
n ∥2 =

π(2s+ 1)!C2s+1
n+s+1

2(n+ 1)
.

Доведення. Вiдомо, що для полiномiв Гегенбауера Gλn(x) виконую-
ться умови ортогональностi [4, с. 179]:

1∫
−1

Gλn(x)G
λ
m(x)

(
1− x2

)λ−1
2 dx =

21−2λπΓ(n+ 2λ)

n!(n+ λ) [Γ(λ)]2
δnm.

Застосувавши їх до полiномiв Гегенбауера Gs+1
n−s(x) та врахувавши

спiввiдношення

U (s)
n (x) = 2ss!Gs+1

n−s(x), s ≤ n, (2.2)

одержимо умови (2.1).
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Позначимо через DR область, границею якої є елiпс ΓR з рiвнян-
ням

z =
1

2

(
Reiφ +R−1e−iφ

)
, R > 1, 0 ≤ φ < 2π. (2.3)

Теорема 2.1. Для многочленiв U (s)
n (z) справедливi оцiнки∣∣∣U (s)

n (x)
∣∣∣ ≤ 2ss!C2s+1

n+s+1, |x| ≤ 1, (2.4)∣∣∣U (s)
n (z)

∣∣∣ ≤ 2ss!C2s+1
n+s+1R

n−s, z ∈ DR. (2.5)

Доведення. Спочатку оцiнимо модуль полiномiв U (s)
n (x) дiйсної змiн-

ної x на вiдрiзку [−1; 1]. Використовуючи iнтегральне зображення
полiномiв Гегенбауера Gλn(x) [3, с.178]:

Gλn(x) =
21−2λΓ (n+ 2λ)

n! [Γ (λ)]2

π∫
0

(
x+ cosφ

√
x2 − 1

)n
sin2λ−1 φdφ

та спiввiдношення (2.2), одержимо

U (s)
n (x) =

(s+ 1)!Cs2s+1C
2s+1
n+s+1

2s+1

π∫
0

(
x+ cosφ

√
x2 − 1

)n−s
sin2s+1 φdφ.

Звiдси знаходимо

∣∣∣U (s)
n (x)

∣∣∣≤ (s+ 1)!Cs2s+1C
2s+1
n+s+1

2s+1

π∫
0

∣∣∣x+ i cosφ
√

1− x2
∣∣∣n−s sin2s+1 φdφ.

Враховуючи, що∣∣∣x+ i cosφ
√

1− x2
∣∣∣=√x2 + (1− x2) cos2 φ =

√
x2 sin2 φ+ cos2 φ ≤1

для |x| ≤ 1 i [7, с.169]

π∫
0

sin2s+1 φdφ = 2

s∑
k=0

(−1)kCks
2k + 1

=
2(2s)!!

(2s+ 1)!!
=

22s+1(s!)2

(2s+ 1)!
,

одержимо оцiнку ∣∣∣U (s)
n (x)

∣∣∣ ≤ 2ss!C2s+1
n+s+1



260 Система функцiй, бiортогональних з похiдними...

чи ∣∣∣∣∣ 1

2ss!C2s+1
n+s+1

U (s)
n (x)

∣∣∣∣∣ ≤ 1, |x| ≤ 1.

Полiном

1

2ss!C2s+1
n+s+1

U (s)
n (x)

задовольняє умови теореми [5, с. 166]: якщо для полiнома Wn(z) n-го
степеня на дiйсному вiдрiзку [−1; 1] виконується нерiвнiсть
|Wn(z)| ≤ M , де M = const, то для будь-якого z ззовнi цього вiд-
рiзку справедлива оцiнка

|Wn(z)| ≤M(a+ b)n,

де a i b – пiвосi елiпса з фокусами в точках z = ±1, який проходить
через точку z.

Звiдси, оскiльки пiвосi елiпса Γr, 1 < r ≤ R, з рiвнянням (2.3) вiд-

повiдно дорiвнюють
1

2

(
r +

1

r

)
,
1

2

(
r − 1

r

)
, одержуємо оцiнку (2.5).

Теорема 2.2. Степенi zn−s однозначно виражаються через полiно-
ми U

(s)
n (z), тобто справедливi спiввiдношення:

zn−s =
1

2ns!Csn

[
n−s
2

]∑
k=0

(n− 2k + 1)Ckn
n− k + 1

U
(s)
n−2k(z), (2.6)

де s ≤ n.

Доведення. Вiдомо [2, с. 28], що степенi zn однозначно виражаються
через полiноми Чебишева Un(z):

zn =
1

2n

[n2 ]∑
k=0

(n− 2k + 1)Ckn
n− k + 1

Un−2k(z), n ≥ 0.

Звiдси, диференцiюючи за змiнною z s разiв, знаходимо

n(n− 1) . . . (n− s+ 1)zn−s =
1

2n

[
n−s
2

]∑
k=0

(n− 2k + 1)Ckn
n− k + 1

U
(s)
n−2k(z).
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Оскiльки n(n− 1) . . . (n− s+1) = s!Csn, то одержимо вирази (2.6).
В їх справедливостi можна переконатись методом математичної iн-
дукцiї.

Iз спiввiдношень (2.6) отримаємо вирази zn−s для парних та не-
парних значень n:

z2n−s =
1

22ns!Cs2n

[n− s
2 ]∑

k=0

[2(n− k) + 1]Ck2n
2n− k + 1

U
(s)
2(n−k)(z)

=
1

22ns!Cs2n

n∑
m=[ s2 ]

(2m+ 1)Cn−m2n

m+ n+ 1
U

(s)
2m(z), (2.7)

z2n+1−s =
1

22n+1s!Cs2n+1

n∑
m=

[
s−1
2

]
(2m+ 2)Cn−m2n+1

m+ n+ 2
U

(s)
2m+1(z). (2.8)

Твердження 2.2. Справедливi комбiнаторнi тотожностi

(2m+ 1)
n∑

j=m

(−1)n−j
C2j
j+nC

j−m
2j

j +m+ 1
= δmn, (2.9)

(2m+ 2)
n∑

j=m

(−1)n−j
C2j+1
j+n+1C

j−m
2j+1

j +m+ 2
= δmn. (2.10)

Доведення. Пiдставивши вирази (2.7) для степенiв z2n−s в (1.3) та
змiнивши порядок сумування, знаходимо:

U
(s)
2n (z) =

n∑
j=[ s2 ]

(−1)n−jC2j
j+n

j∑
m=[ s2 ]

(2m+ 1)Cj−m2j

m+ j + 1
U

(s)
2m(z)

=

n∑
m=[ s2 ]

(2m+ 1)U
(s)
2m(z)

n∑
j=m

(−1)n−jC2j
j+nC

j−m
2j

j +m+ 1
.

Звiдси, враховуючи незалежнiсть полiномiв U (s)
n (z), отримуємо то-

тожнiсть (2.9).
Аналогiчно, пiдставивши вирази (2.8) для степенiв z2n+1−s в (1.4),

приходимо до тотожностi (2.10).

Позначимо через AR простiр однозначних аналiтичних у крузi
|z| < R, 0 < R ≤ ∞, функцiй комплексної змiнної.
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Теорема 2.3. Система полiномiв U (s)
n (z) лiнiйно незалежна i повна

у просторi AR.

Доведення. Оскiльки коефiцiєнт при найстаршому степенi полiнома
U

(s)
n (z) дорiвнює 2ns!Csn i вiдмiнний вiд нуля, то система полiномiв

U
(s)
n (z) лiнiйно незалежна [8, с. 137]. Крiм того, вона повна [8, с. 137],

бо кожний степiнь zn−s однозначно виражається у виглядi лiнiйної
комбiнацiї полiномiв U (s)

n (z).

3. Функцiї, асоцiйованi з полiномами U (s)
n (z)

Розглянемо однозначну аналiтичну у крузi |z| < R, 1 < R ≤ ∞,
функцiю f(z) комплексної змiнної. Її можна зобразити рядом Тейлора

f(z) =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
zn. (3.1)

Знайдемо формальне розвинення функцiї f(z) за полiномами
U

(s)
n (z). Для цього пiдставимо вирази (2.7) та (2.8) у рiвнiсть (3.1).

Тодi

f(z) =

∞∑
k=s

f (k−s)(0)

(k − s)!
zk−s

=

∞∑
k=[ s2 ]

f (2k−s)(0)

(2k − s)!
z2k−s +

∞∑
k=

[
s−1
2

]
f (2k+1−s)(0)

(2k + 1− s)!
z2k+1−s

=
1

s!

 ∞∑
k=[ s2 ]

f (2k−s)(0)

(2k − s)!

1

22kCs2k

k∑
r=[ s2 ]

(2r + 1)Ck−r2k

r + k + 1
U

(s)
2r (z)

+
∞∑

k=
[
s−1
2

]
f (2k+1−s)(0)

(2k + 1− s)!

1

22k+1Cs2k+1

k∑
r=

[
s−1
2

]
(2r + 2)Ck−r2k+1

r + k + 2
U

(s)
2r+1(z)

 .
Змiнивши порядок сумування, отримаємо

f(z) =
1

s!

 ∞∑
r=[ s2 ]

(2r + 1)U
(s)
2r (z)

∞∑
k=r

Ck−r2k

22k(k + r + 1)Cs2k

f (2k−s)(0)

(2k − s)!
+
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+
∞∑

r=
[
s−1
2

](2r + 2)U
(s)
2r+1(z)

∞∑
k=r

Ck−r2k+1

22k+1(k + r + 2)Cs2k+1

f (2k+1−s)(0)

(2k + 1− s)!


=

1

s!

 ∞∑
r=[ s2 ]

(2r + 1)U
(s)
2r (z)

∞∑
l=0

C l2(l+r)

22(l+r)(l + 2r + 1)Cs2(l+r)

f (2l+2r−s)(0)

(2l + 2r − s)!

+

∞∑
r=

[
s−1
2

](2r+2)U
(s)
2r+1(z)

∞∑
l=0

C l2(l+r)+1

22(l+r)+1(l+2r+2)Cs2(l+r)+1

f (2l+2r+1−s)(0)

(2l+2r+1−s)!


=

1

s!

∞∑
m=s

(m+ 1)U (s)
m (z)

∞∑
l=0

C l2l+m
2m+2l(l +m+ 1)Cs2l+m

f (2l+m−s)(0)

(2l +m− s)!
.

(3.2)

Позначивши

Lm−s(f) =
m+ 1

2ms!

∞∑
l=0

C l2l+m
22l(l +m+ 1)Cs2l+m

f (2l+m−s)(0)

(2l +m− s)!
(3.3)

та врахувавши спiввiдношення (3.2), отримаємо

f(z) =

∞∑
m=s

Lm−s(f)U
(s)
m (z).

Введемо функцiї, асоцiйованi з полiномами U (s)
n (z) [8, с. 120]:

ωm−s(z) =
m+ 1

2ms!

∞∑
l=0

C l2l+m
22l(l +m+ 1)Cs2l+m

1

z2l+m−s+1
. (3.4)

На пiдставi спiввiдношення (3.4) запишемо вирази асоцiйованих
функцiй ωm−s(z) для парних та непарних значень iндексiв m:

ω2m−s(z) =
2m+ 1

22ms!

∞∑
l=0

C l2(l+m)

22l(l + 2m+ 1)Cs2(l+m)

1

z2(l+m)−s+1

=
2m+ 1

s!

∞∑
k=m

Ck−m2k

22k(k +m+ 1)Cs2k

1

z2k−s+1
, (3.5)
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ω2m+1−s(z) =
2m+ 2

22m+1s!

∞∑
l=0

C l2(l+m)+1

22l(l + 2m+ 2)Cs2(l+m)+1

1

z2(l+m)−s+2

=
2m+ 2

s!

∞∑
k=m

Ck−m2k+1

22k+1 (k +m+ 2)Cs2k+1

1

z2k−s+2
. (3.6)

Твердження 3.1. Функцiї ωm−s(z) аналiтичнi в областi |z| > 1.
Тодi коефiцiєнти Lm−s(f) зображуються у виглядi контурних iн-
тегралiв

Lm−s(f) =
1

2πi

∫
C

f(z)ωm−s(z)dz, (3.7)

де C – додатно орiєнтоване коло |z| = q, 1 < q < R.

Доведення. Використовуючи асимптотичну формулу n! ∼ nn

en
, n →

∞, знайдемо оцiнку для коефiцiєнтiв ряду (3.4)

(m+ 1)C l2l+m
22l+ms!(l +m+ 1)Cs2l+m

=
(m+ 1)(2l +m− s)!

22l+ml!(l +m+ 1)!
∼ m+ 1

2sls+1
.

Звiдси

lim
l→∞

l

√
(m+ 1)C l2l+m

22l+ms!(l +m+ 1)Cs2l+m
= lim

l→∞
l

√
m+ 1

2sls+1
= 1

i твердження 3.1 доведено.

Означення 3.1. Систему асоцiйованих функцiй {ωm(z)}∞m=0 нази-
вають бiортогональною iз системою полiномiв {Vn(z)}∞n=0, якщо справ-
джуються умови

1

2πi

∫
L

Vn(z)ωm(z)dz = δnm,

де L – додатно орiєнтований замкнений контур, що охоплює особли-
вi точки функцiї ωm(z).

Теорема 3.1. Асоцiйованi функцiї ωn−s(z) бiортогональнi з полiно-
мами U (s)

n (z) вздовж замкненого контура γ, що охоплює круг |z| ≤ 1,
тобто виконуються рiвностi

1

2πi

∫
γ

U (s)
n (z)ωm−s(z)dz = δnm. (3.8)
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Доведення. Розглянемо спочатку випадок парних значень iндексiвm,
n. Пiдставимо вирази (1.3) та (3.5) у лiву частину рiвностi (3.8). Ма-
тимемо

1

2πi

∫
γ

U
(s)
2n (z)ω2m−s(z)dz

= (2m+ 1)

n∑
j=[ s2 ]

(−1)n−jC2j
j+nC

s
2j

∞∑
k=m

22(j−k)Ck−m2k

(k +m+ 1)Cs2k

1

2πi

∫
γ

dz

z2(k−j)+1
.

Звiдси, на пiдставi вiдомого результату [6, с.81-82]

1

2πi

∫
γ

dz

(z − a)n
=

{
1, n = 1,
0, n ̸= 1

,

де γ – довiльний замкнений контур, що охоплює точку a i однократно
пробiгається в додатному напрямi, одержимо

1

2πi

∫
γ

U
(s)
2n (z)ω2m−s(z)dz = (2m+ 1)

n∑
j=m

(−1)n−j
C2j
j+nC

j−m
2j

j +m+ 1
.

Аналогiчно знаходимо для непарних значень iндексiв m, n:

1

2πi

∫
γ

U
(s)
2n+1(z)ω2m+1−s(z)dz = (2m+ 2)

n∑
j=m

(−1)n−j
C2j+1
j+n+1C

j−m
2j+1

j +m+ 2
.

Використавши комбiнаторнi тотожностi (2.9) та (2.10) приходимо
до рiвностей (3.8).

Рiвностi

1

2πi

∫
γ

U
(s)
2n+1(z)ω2m−s(z)dz = 0,

1

2πi

∫
γ

U
(s)
2n (z)ω2m+1−s(z)dz = 0

очевиднi, бо вiдсутнi доданки з z−1.

У роботi [11] встановлено таку умову ортогональностi полiномiв
Pn(z) комплексної змiнної:∫

C

F (z)Pn(z)Pm(z)dz = δnm, (3.9)
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де C – контур, що мiстить одиничне коло,

F (z) =

1∫
−1

w(x)

z − x
dx

– функцiя Стiлтьєса полiнома Pn(z), а w(x) – вагова функцiя така,
що

1∫
−1

w(x)Pn(x)Pm(x)dx = δnm.

Покажемо на прикладi полiномiв Un(z) Чебишева другого роду,
що умови бiортогональностi (3.8) та ортогональностi (3.9) не спiвпа-
дають.

Покладемо в рiвностi (3.8) s = m = 0. Тодi∫
γ

ω0(z)Un(z)dz = δnm, n = 0, 1, ....

Оскiльки

ω0(z) =
∞∑
l=0

C l2l
22l(l + 1)

1

z2l+1
= z −

√
z2 − 1

i функцiєю Стiлтьєса полiнома Un(z) є F (z) = z−
√
z2 − 1, то F (z) =

ω0(z). У загальному випадку повинна виконуватись рiвнiсть

ωn(z) = F (z)Un(z). (3.10)

Функцiї ωn(z), асоцiйованi з полiномами Un(z), мають вигляд

ωn(z) = (n+ 1)

∞∑
l=0

C l2l+n
22l+n(l + n+ 1)

1

z2l+n+1
= 2(z −

√
z2 − 1)n+1.

Пiдставимо вирази функцiй ωn(z) та F (z) у рiвнiсть (3.10). Мати-
мемо

Un(z) = 2(z −
√
z2 − 1)n = 2

n∑
k=0

(−1)kCknz
n−k(z2 − 1)

k
2

= 2

[n2 ]∑
j=0

C2j
n z

n−2j(z2 − 1)j = 2

[n2 ]∑
j=0

C2j
n z

n−2j
j∑
r=0

(−1)rCrj z
2j−2r

= 2

[n2 ]∑
r=0

(−1)rzn−2r

[n2 ]∑
j=r

C2j
n C

r
j .
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Використовуючи вiдому комбiнаторну тотожнiсть [7, с. 621]

[n2 ]∑
j=r

C2j
n C

r
j = 2n−2r−1 n

n− 2r
Crn−r−1,

одержимо

Un(z) = n

[n2 ]∑
r=0

(−1)r
1

n− r
Crn−rz

n−2r.

Останнiй вираз не спiвпадає з явними формулами (1.1) для полiномiв
Un(z). Тому рiвнiсть (3.10) не виконується.

Твердження 3.2. Асоцiйованi функцiї ωn−s(z) мають iнтегральне
зображення

ωn−s(z) =
1∥∥U (s)
n

∥∥2
1∫

−1

U
(s)
n (x)

(
1− x2

)s+1
2

z − x
dx, (3.11)

де
∥∥U (s)

n

∥∥2 = π(2s+ 1)!C2s+1
n+s+1

2(n+ 1)
.

Доведення. Запишемо для полiномiв U (s)
n (z) iнтегральну формулу Ко-

шi

U (s)
n (x) =

1

2πi

∫
γ

U
(s)
n (z)

z − x
dz, (3.12)

де γ – контур, який є границею областi, що мiстить вiдрiзок [−1; 1].
Пiдставивши спiввiдношення (3.12) в (2.1), одержимо

1∫
−1

 1

2πi

∫
γ

U
(s)
2n (z)

z − x
dz

U (s)
m (x)

(
1− x2

)s+1
2 dx =

∥∥U (s)
n

∥∥2δnm.
Змiнюючи у лiвiй частинi останньої рiвностi порядок iнтегрування та
подiливши її на

∥∥U (s)
n

∥∥2, знаходимо

1

2πi

∫
γ

U (s)
n (z)

1∥∥U (s)
n

∥∥2
 1∫

−1

U
(s)
n (x)

(
1− x2

)s+1
2

z − x
dx

 dz = δnm.

Звiдси на пiдставi спiввiдношень (3.8), приходимо до зображення
(3.11).
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Твердження 3.3. Для асоцiйованих функцiй ωn−s(z) справедливi
оцiнки:

|ωn−s(z)| ≤
n+ 1

2s(s+ 1)!(R0 − 1)Rn−s0

(3.13)

для |z| ≥ R0, R0 > 1;

|ωn−s(z)| ≤
n+ 1

2s−2(s+ 1)!(R− 1)Rn−s−2
(3.14)

для z ∈ ΓR, R > 1.

Доведення. Враховуючи, що

1∫
−1

xkU (s)
n (x)(1− x2)s+

1
2dx = 0, 0 ≤ k < n− s,

та розвинення
1

z − x
=

∞∑
k=0

xk

zk+1
, |z| > 1,

одержимо

ωn−s(z) =
1∥∥U (s)
n

∥∥2
∞∑

k=n−s

1

zk+1

1∫
−1

xkU (s)
n (x)(1− x2)s+

1
2dx.

Звiдси

|ωn−s(z)| ≤
1∥∥U (s)
n

∥∥2
∞∑

k=n−s

1

|z|k+1

1∫
−1

|x|k|U (s)
n (x)|(1− x2)s+

1
2dx.

Використовуючи оцiнку (2.4) i те, що

1∫
−1

(1− x2)s+
1
2dx =

π∫
0

sin2s+2 φdφ =
(2s+ 1)!!

2s+1(s+ 1)!
=
Cs2s+1

22s+1
, (3.15)

знаходимо
|ωn−s(z)| ≤

n+ 1

2s(s+ 1)!(|z| − 1)|z|n−s
.

Оскiльки |z| ≥ R0, то ми отримаємо нерiвнiсть (3.13).
Вiдомо, що [2, p. 149]

1

z − x
=

4p

p2 − 1

∞∑0

k=0

Tk(x)

pk
, (3.16)
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де Tk(x) – полiноми Чебишева першого роду степеня k,

p = z +
√
z2 − 1,

∞∑0

k=0

akTk(x) =
a0
2
T0(x) + a1T1(x) + . . .+ anTn(x) + . . . .

Пiдставивши розвинення (3.16) в (3.11) i врахувавши рiвнiсть

1∫
−1

U (s)
n (x)Tk(x)(1− x2)s+

1
2dx = 0, k < n− s,

отримаємо

ωn−s(z) =
1∥∥U (s)
n

∥∥2 4p

p2 − 1

∞∑0

k=n−s

1

pk

1∫
−1

U (s)
n (x)Tk(x)(1− x2)s+

1
2dx.

Використовуючи нерiвнiсть [2, p. 46] |Tk(x)| ≤ 1, |x| ≤ 1, оцiнку (2.5)
i спiввiдношення (3.15), знаходимо, що

|ωn−s(z)| ≤
(n+ 1)|p|

2s−2(s+ 1)!|p2 − 1|

∞∑
k=n−s

1

|p|k

=
(n+ 1)|p|2

2s−2(s+ 1)!|p2 − 1||p|n−s
≤ n+ 1

2s−2(s+ 1)!(|p|2 − 1)2|p|n−s−2
.

Оскiльки z ∈ ΓR, то p = z+
√
z2 − 1 = Reiφ, |p| = R i ми одержимо

оцiнку (3.14).

Теорема 3.2. Справедливе розвинення

1

t− z
=

∞∑
n=s

U (s)
n (z)ωn−s(t), (3.17)

яке рiвномiрно збiгається для t ∈ D
∞
ρ , z ∈ D

0
r, де ρ, r – будь-якi

числа, що задовольняють умови 0 < r < ∞, ρ > max{1, r}, D∞
ρ –

замкнена область з границею Γρ, що мiстить нескiнченно вiддалену
точку, D0

r – замкнена область з границею Γr, що мiстить нульову
точку.
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Доведення. Пiдставивши у праву частину рiвностi (3.17) вирази (3.5)
та (3.6) для асоцiйованих функцiй, отримаємо

∞∑
n=s

U (s)
n (z)ωn−s(t)=

∞∑
n=[ s2 ]

U
(s)
2n (z)ω2n−s(t) +

∞∑
n=[ s−1

2 ]

U
(s)
2n+1(z)ω2n+1−s(t)

=
1

s!

 ∞∑
n=[ s2 ]

(2n+ 1)U
(s)
2n (z)

∞∑
k=n

Ck−n2k

22k(k + n+ 1)Cs2k

1

t2k−s+1

+

∞∑
n=

[
s−1
2

] (2n+ 2)U
(s)
2n+1(z)

∞∑
k=n

Ck−n2k+1

22k+1 (k + n+ 2)Cs2k+1

1

t2k−s+2

 .
Змiнивши в двох останнiх сумах порядок сумування та врахував-

ши спiввiдношення (2.7) та (2.8), матимемо

∞∑
n=s

U (s)
n (z)ωn−s(t)=

1

s!

 ∞∑
k=[ s2 ]

1

22kCs2k

1

t2k−s+1

k∑
n=[ s2 ]

(2n+ 1)Ck−n2k

n+ k + 1
U

(s)
2n (z)

+
∞∑

k=
[
s−1
2

]
1

22k+1Cs2k+1

1

t2k−s+2

k∑
n=

[
s−1
2

]
(2n+ 2)Ck−n2k+1

n+ k + 2
U

(s)
2n+1(z)


=

∞∑
k=[ s2 ]

z2k−s

t2k−s+1
+

∞∑
k=[ s−1

2 ]

z2k−s+1

t2k−s+2
=
1

t

(
t

z

)s ∞∑
m=s

(z
t

)m
=

1

t

∞∑
j=0

(z
t

)j
=

1

t−z
.

Покажемо, що ряд в (3.17) рiвномiрно збiжний для t ∈ D
∞
ρ , z ∈

D
0
r , де ρ, r – будь-якi числа, що задовольняють умови 0 < r < ∞,

ρ > max{1, r}.
Врахувавши оцiнки (2.5) та (3.13), отримаємо∣∣∣∣∣

∞∑
n=s

U (s)
n (z)ωn−s(t)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=s

∣∣∣U (s)
n (z)

∣∣∣ |ωn−s(t)|
≤ 1

(s+ 1)(ρ− 1)

∞∑
n=s

(n+ 1)C2s+1
n+s+1

(
r

ρ

)n−s
. (3.18)

На пiдставi асимптотичної рiвностi

(n+ 1)C2s+1
n+s+1 ∼

n2s+2

(2s+ 1)!
(3.19)
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ряд у правiй частинi нерiвностi (3.18) еквiвалентний ряду

2

(2s+ 2)!(ρ− 1)

∞∑
n=s0

n2s+2

(
r

ρ

)n−s
,

який збiгається при ρ > r. Звiдси випливає, що ряд у спiввiдношеннi
(3.17) збiгається рiвномiрно у зазначених областях.

4. Розвинення аналiтичних функцiй за полiномами
U (s)

n (z)

Теорема 4.1. Нехай f(z) – функцiя комплексної змiнної, однозначна
та аналiтична у вiдкритiй областi DR, границею якої є елiпс ΓR,
1 < R ≤ ∞, з рiвнянням (2.3), i обмежена на ΓR, тобто

|f(z)| ≤M. (4.1)

Тодi ряд
∞∑
n=s

Ln−s(f)U
(s)
n (z) (4.2)

рiвномiрно збiгається в замкненiй областi Dr, обмеженiй елiпсом
Γr, де 1 ≤ r < R.

Доведення. Замiнюючи в рiвностi (3.7) контур iнтегрування C на ΓR
i використовуючи нерiвностi (4.1) та (3.14), отримаємо оцiнку на ко-
ефiцiєнти Ln−s(f):

|Ln−s(f)|≤
1

2π

∫
ΓR

|f(z)||ωm−s(z)|dz≤
M(n+ 1)

π2s−1(s+1)!(R−1)Rn−s−2

∫
ΓR

dz.

Оскiльки елiпс ΓR має осi 2a = R+
1

R
та 2b = R− 1

R
, то

∫
ΓR

dz = 4

π
2∫

0

√
a2 sin2 φ+ b2 cos2 φdφ = 2

π
2∫

0

√
R2 +

1

R2
− 2 cos 2φdφ

≤ 2

π
2∫

0

(R+
1

R
)dφ =

π(R2 + 1)

R
.

Тому

|Ln−s(f)| ≤
M(n+ 1)(R2 + 1)

2s−2(s+ 1)!(R− 1)Rn−s−2
.
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Звiдси, згiдно з (2.5)∣∣∣∣∣
∞∑
n=s

Ln−s(f)U
(s)
n (z)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=s

|Ln−s(f)|
∣∣∣U (s)

n (z)
∣∣∣

≤ 4M(R2 + 1)R2

(s+ 1)(R− 1)

∞∑
n=s

(n+ 1)C2s+1
n+s+1

( r
R

)n−s
.

Останiй ряд на пiдставi асимптотичної рiвностi (3.19) збiжний для
r < R. Звiдси випливає рiвномiрна збiжнiсть ряду (4.2) у зазначенiй
областi.

Позначимо U (s)
n (z) = Qn−s(z).

Приклад 4.1. Розкласти функцiю f(z) =
1

a− z
в ряд за полiномами

U
(s)
n (z).

Iз спiввiдношення (3.17) одержимо

1

a− z
=

∞∑
n=s

ωn−s(a)U
(s)
n (z), |a| > |z|,

де ωn−s(a) визначенi спiввiдношенням (3.4).

Приклад 4.2. Розкласти функцiю f(z) =
a

a2 − z2
в ряд за полiно-

мами U (s)
n (z).

Оскiльки для полiномiв Гегенбауера Gλn(z) виконується спiввiдно-
шення [3, с. 177]

Gλn(−z) = (−1)nGλn(z),

то, згiдно (2.2), отримаємо

U (s)
n (−z) = (−1)n−sU (s)

n (z). (4.3)

Використовуючи рiвнiсть

1

a2 − z2
=

1

2a

(
1

a− z
+

1

a+ z

)
,

спiввiдношення (4.3) та приклад 4.1, знаходимо

a

a2 − z2
=

1

2

( ∞∑
n=s

ωn−s(a)U
(s)
n (z) +

∞∑
n=s

ωn−s(a)U
(s)
n (−z)

)

=
1

2

∞∑
n=s

(
1+(−1)n−s

)
ωn−s(a)U

(s)
n (z) =

1

2

∞∑
m=0

(1+(−1)m)ωm(a)Qm(z).
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В останнiй сумi залишаться доданки для m = 2k, тому

a

a2 − z2
=

∞∑
k=0

ω2k(a)Q2k(z), |a| > |z|.

Приклад 4.3. Розкласти функцiю
z

a2−z2
в ряд за полiномами

U
(s)
n (z).

Використовуючи рiвнiсть

z

a2 − z2
=
a+ z − a

a2 − z2
=

1

a− z
− a

a2 − z2
,

приклади 4.1 та 4.2, матимемо

z

a2 − z2
=

∞∑
n=s

ωn−s(a)U
(s)
n (z)− 1

2

∞∑
n=s

(
1 + (−1)n−s

)
ωn−s(a)U

(s)
n (z)

=
1

2

∞∑
n=s

(
1−(−1)n−s

)
ωn−s(a)U

(s)
n (z) =

1

2

∞∑
m=0

(1−(−1)m)ωm(a)Qm(z).

В останнiй сумi залишаться доданки для m = 2k + 1, тому

a

a2 − z2
=

∞∑
k=0

ω2k+1(a)Q2k+1(z), |a| > |z|.

Приклад 4.4. Розкласти функцiю f(z) = eaz в ряд за полiномами
U

(s)
n (z).

Оскiльки f (j)(0) = aj , то iз спiввiдношення (3.3) знаходимо

Ln−s(f) =
2(n+ 1)

as+1

∞∑
l=0

1

l!(l + n+ 1)!

(a
2

)2l+n+1
=

2(n+ 1)

as+1
In+1(a),

де Iν(z) =
∞∑
j=0

1

j!Γ (j + ν + 1)

(z
2

)2j+ν
– модифiкованi функцiї Бесселя

першого роду [3, с. 13]. Тому

eaz =
2

as+1

∞∑
n=s

(n+ 1)In+1(a)U
(s)
n (z). (4.4)

Iз спiввiдношення (4.4), враховуючи рiвнiсть

In(iz) = inJn(z),
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де Jν(z) =
∞∑
j=0

(−1)j

j!Γ(j + ν + 1)

(z
2

)2j+ν
— функцiї Бесселя першого ро-

ду порядку ν [3, с. 13], та спiввiдношення (4.3), можна отримати такi
розвинення за полiномами U (s)

n (z):

e−az =
2

as+1

∞∑
n=s

(−1)n−s(n+ 1)In+1(a)U
(s)
n (z), (4.5)

eiaz =
2

as+1

∞∑
n=s

(n+ 1)in−sJn+1(a)U
(s)
n (z), (4.6)

e−iaz =
2

as+1

∞∑
n=s

(−1)n−s(n+ 1)in−sJn+1(a)U
(s)
n (z). (4.7)

Приклад 4.5. Розкласти функцiю f(z) = sin az в ряд за полiномами
U

(s)
n (z).

Оскiльки sin az =
1

2i

(
eiaz − e−iaz

)
, то, враховуючи спiввiдношен-

ня (4.6) та (4.7), маємо

sin az =
1

as+1

∞∑
n=s

(
1− (−1)n−s

)
(n+ 1)in−s−1Jn+1(a)U

(s)
n (z)

=
1

as+1

∞∑
m=0

(1− (−1)m) (m+ s+ 1)im−1Jm+s+1(a)Qm(z).

В останнiй сумi залишаться доданки для m = 2k + 1, тому

sin az =
2

as+1

∞∑
k=0

(−1)k(2k + s+ 2)J2k+s+2(a)Q2k+1(z).

Приклад 4.6. Розкласти функцiю f(z) = cos az в ряд за полiномами
U

(s)
n (z).

Враховуючи спiввiдношення (4.6) та (4.7), одержимо

cos az=
1

2

(
eiaz+e−iaz

)
=

1

as+1

∞∑
n=s

(
1+(−1)n−s

)
(n+1)in−sJn+1(a)U

(s)
n (z)

=
1

as+1

∞∑
m=0

(1 + (−1)m) (m+ s+ 1)imJm+s+1(a)Qm(z).
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В останнiй сумi залишаться доданки для m = 2k, тому

cos az =
2

as+1

∞∑
k=0

(−1)k(2k + s+ 1)J2k+s+1(a)Q2k(z).

Приклад 4.7. Розкласти функцiю f(z) = sh az в ряд за полiномами
Un(z).

Оскiльки sh az =
1

2
(eaz − e−az), то, згiдно прикладу 4.4 та роз-

кладу (4.5), одержимо

sh az =
1

as+1

∞∑
n=s

(
1− (−1)n−s

)
(n+ 1)In+1(a)U

(s)
n (z)

=
1

as+1

∞∑
m=0

(1− (−1)m) (m+ s+ 1)Im+s+1(a)Qm(z)

=
2

as+1

∞∑
k=0

(2k + s+ 2)I2k+s+2(a)Q2k+1(z).

Приклад 4.8. Розкласти функцiю f(z) = ch az в ряд за многочле-
нами Un(z).

Маємо

ch az =
1

2

(
eaz+e−az

)
=

1

as+1

∞∑
n=s

(
1+(−1)n−s

)
(n+1)In+1(a)U

(s)
n (z)

=
1

as+1

∞∑
m=0

(1 + (−1)m) (m+ s+ 1)Im+s+1(a)Qm(z)

=
2

as+1

∞∑
k=0

(2k + s+ 1)I2k+s+1(a)Q2k(z).

Висновки

Методи розвинення функцiй у степеневi ряди та в ряди за орто-
гональними полiномами i iншими ортогональними функцiями однiєї
чи декiлькох змiнних широко використовують при вивченнi матема-
тичних моделей у фундаментальних та прикладних науках. Не менш
перспективним є метод розкладу функцiй за бiортогональними систе-
мами функцiй у комплексних областях. За певних умов для будь-якої
незалежної i повної системи функцiй можна побудувати вiдповiдну
систему асоцiйованих функцiй i конструювати ряди за нею. Вiдшу-
кання коефiцiєнтiв рядiв грунтується на властивостi бiортогонально-
стi i вони виражаються через похiднi функцiй, що розкладаються в
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цi ряди. Актуальною задачею є розвиток математичного апарату по-
будови та дослiдження бiортогональних систем функцiй стосовно до
розвинення у ряди за цими системами.

У данiй роботi побудовано асоцiйованi функцiї, бiортогональнi на
замкнених кривих комплексної площини з похiдними полiномiв Че-
бишева другого роду. Встановлено умови, за яких аналiтичнi функцiї
можна розкласти в ряди за цiєю системою полiномiв. Наведено при-
клади таких розкладiв. З отриманих результатiв у випадку s = 0
можна отримати аналогiчнi результати для полiномiв Чебишева дру-
гого роду. Крiм того, отримано комбiнаторнi тотожностi, що мають
самостiйне застосування.
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